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Abstract.      In 2009, El‐Maghrabi and Nasef  introduced a new  class of  sets between  semi‐

closed and  gs ‐closed sets called  *g s ‐closed and gave some of their properties. In this pa‐

per, we  introduce  and  study  the  concepts  of  three  new  classes  of maps,  namely  *g s ‐

continuous maps,  *g s ‐irresolute maps  and  *g s ‐closed maps. Moreover, we  introduce 

the concepts of  *g s ‐compactness of the topological spaces.  

Keywords:  *g s ‐closed  sets,  *g s ‐compact  sets,  *g s ‐continuous maps,  *g s ‐irresolute 

maps,  *g s ‐closed maps.  

1. Introduction  

In  1963, Levine  introduced  and  studied  the  concepts  of  semi‐open  sets  and  semi‐continuous 

maps [2]. Later, Crossley and Hildebrand gave the concept of irresolute maps [3]. In 1995, sg ‐

irresolute maps and sg ‐continuous maps were introduced by Caldas [4]. Recently, El‐Maghrabi 

and Nasef have introduced a new class of sets called  *g s ‐closed and given some of their prop‐

erties [1]. 

In this paper, we prove that  *g s ‐closed and sg ‐closed (g ‐closed) sets are independent. 

Furthermore, we introduce and study the concepts of three new classes of maps, namely  *g s ‐

continuous maps,  *g s ‐irresolute maps and  *g s ‐closed maps. Finally, we  introduce  the con‐

cepts of  *g s ‐compactness of the topological spaces. Throughout this paper,  ,X Y are topologi‐

cal spaces. 

Denifition 1.1 [2]. A subset A of a space X is called 

(1) semi‐open if there exists an open set U such that  .U A UÌ Ì   

(2) semi‐closed if X A-  is semi‐open. 

Denifition 1.2 [2]. The intersection of all semi‐closed sets containing A is called the semi‐closure 

of A and is denoted by  ( ).s A  

Denifition 1.3. A subset A of a space X is called 
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(1) g ‐closed [5] if A GÌ whenever A GÌ and G is open in  .X  

(2) g ‐open [5]  if  X A  is  g ‐closed. 

(3) gs ‐closed [6] if  ( )s A G  whenever  A G  and G  is open in  .X  

(4) sg ‐closed [7] if  ( )s A G  whenever  A G  and G  is semi‐open in  .X  

(5) sg ‐open [7] if  X A  is  sg ‐closed. 

(6) *g s ‐closed [1] if  ( )s A G  whenever  A G  and G  is  g ‐open in  .X  

(7) *g s ‐open [1] if  X A  is  *g s ‐closed. 

Remark 1.4.  

(1) Closed sets  g ‐closed sets [5]. 

(2) Open sets  g ‐open sets. 

(3) Closed sets  semi‐closed sets  *g s ‐closed sets    gs ‐closed sets [1]. 

(4) Open sets  semi‐open sets  *g s ‐open sets. 

(5) Closed sets  sg ‐closed sets [7]. 

(6) Open sets  sg ‐open sets. 

Denifition 1.5. A map  :f X Y is called 

(1) irresolute [3] if  1( )f U- is semi‐open in X for every semi‐open subset U of  .Y  

(2) sg ‐irresolute [4] if  1( )f U- is sg ‐closed in X for every sg ‐closed subset U of  .Y  

(3) *g s ‐irresolute  if  1( )f U- is  *g s ‐closed  in X for  every  *g s ‐closed  subset U of 

.Y  

Denifition 1.6. A map  :f X Y is called 

(1) semi‐continuous [2] if  1( )f U- is semi‐open in X for every open subset U of  .Y  

(2) sg ‐continuous [4] if  1( )f U- is sg ‐closed in X for every closed subset U of  .Y  

(3) *g s ‐continuous if  1( )f U- is  *g s ‐closed in X for every closed subset U of  .Y  
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Denifition 1.7. A map  :f X Y is called 

(1) semi‐closed [8] if for each closed subset F of  ,X   ( )f F is semi‐closed in  .Y  

(2) semi‐open [8] if for each open subset F of  ,X   ( )f F is semi‐open in  .Y  

(3) *g s ‐closed if for each closed subset F of  ,X   ( )f F is  *g s ‐closed in  .Y  

(4) *g s ‐open if for each open subset F of  ,X   ( )f F is  *g s ‐open in  .Y  

Lemma 1.8 [6]. A map  :f X Y is irresolute if and only if  1( )f U- is semi‐closed in X for every semi‐

closed subset U of  .Y  

Lemma 1.9 [2]. A map  :f X Y is semi‐continuous if and only if  1( )f U- is semi‐closed in X for eve‐

ry closed subset U of  .Y  

Lemma 1.10 [4]. If a map  :f X Y is sg ‐irresolute, then it is sg ‐continuous but not conversely. 

Definition 1.11. Let  be a family of subsets of a space X and A be a subset of  .X  Then, 

(1)  is  called  a  *g s ‐open  cover  of A  if   is  a  cover  of A  and P  is  *g s ‐open 

whenever  .P Î   

(2) A  is called  *g s ‐compact if every  *g s ‐open cover of  A  has a finite subcover. 

(3) X  is called  *g s ‐compact space if it is a  *g s ‐compact set. 

2. Main results  

Remark 2.1.  

(1) *g s ‐closed and sg ‐closed sets are independent. 

(2) *g s ‐closed and g ‐closed sets are independent. 

Proof. It can be seen in the following example. 

Exemple 2.2.  

(1) Let  { }, ,X a b c= with  topology { } { }{ }, , , , .a a c Xt = Æ  If  { }, ,A a b= then  A is 

*g s ‐closed but not sg ‐closed. 
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(2) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { }{ }, , , , .a b c Xt = Æ If  { },A b= then A is  sg ‐

closed but not  *g s ‐closed. 

(3) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { }{ }, , .a Xt = Æ If  { }, ,A a b= then A is  g ‐closed 

but not  *g s ‐closed.  

(4) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { }{ }, , , , .a a c Xt = Æ If  { },A c= then A is  *g s ‐

closed but not  g ‐closed. 

Theorem  2.3.  A map  :f X Y is  g*s‐irresolute  if  and  only  if  1( )f U- is  *g s ‐open  in X for  every 

*g s ‐open subset U of  .Y  

Proof. Necessity. If U is a  *g s ‐open subset of  ,Y then Y U- is  *g s ‐closed in  .Y  Since  f is  *g s

‐irresolute,  1( )f Y U- - is  *g s ‐open  in  .X  Moreover,  since  1 1( ) ( ),X f U f Y U- -- = -  hence 

1( )f U-  is  *g s ‐open in  .X  

             Sufficiency.  If B is  a  *g s ‐closed  subset  of  ,Y then Y B-  is  *g s ‐open  in  .Y Moreover, 

since  1 1( ) ( ),f Y B X f B- -- = -   1( )X f B-- is  *g s ‐open  in  .X  Hence  1( )f B- is  *g s ‐closed  in 

.X  Therefore,  f is  *g s ‐irresolute. 

Remark 2.4.  

(1)   *g s ‐irresolute and irresolute maps are independent. 

(2)   *g s ‐irresolute and sg ‐irresolute maps are independent. 

Proof. It can be seen in the following example. 

Example 2.5.  

(1) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { }{ }, ,a Xt = Æ and  { } { }{ }, , , , .a a c Xs = Æ Then, 

the  identity map  : ( , ) ( , )i X Xt s is  irresolute. However,  { },a b is  *g s ‐closed 

in ( , )X s by Example 2.2 (1) but is not  *g s ‐closed in ( , )X t . Therefore,  f is not 

*g s ‐irresolute. 

(2) Let  { }, , ,X a b c d= with topology  { }{ }, , ,c d Xt = Æ and  { },Y p q= with topology 

{ }{ }, , .q Ys = Æ Let  the  map  : ( , ) ( , )f X Yt s be  defined  by 
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( ) ( ) ( )f a f b f d p= = = and  ( ) .f c q=  Then  f is  *g s ‐irresolute. However,  { }p is 

semi‐closed in ( , )Y s  but  { }( ) { }1 , ,f p a b d- = is not semi‐closed in ( , )X t . There‐

fore,  f is not irresolute. 

(3) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { }{ }, , , , .a b c Xt = Æ Let  the  map 

: ( , ) ( , )f X Xt t  be  defined  by  ( ) ( )f a f c b= = and  ( ) .f b a=  Then,  f is  sg ‐

irresolute. However, { }a is  *g s ‐closed  in ( , )X t  but  { }( ) { }1f a b- = is not  *g s

‐closed in ( , )X t . Therefore,  f is not  *g s ‐irresolute. 

(4) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { }{ }, , , ,a a c Xt = Æ and  { } { }{ }, , , , .a b c Xs = Æ  

Let the map  : ( , ) ( , )f X Xt s be defined by  ( ) ( )f a f b c= = and  ( ) .f c b=  Then, 

f is  *g s ‐irresolute. However,  { }c is  sg ‐closed  in  ( , )X s  but  { }( ) { }1 ,f c a b- =  

is not sg ‐closed in ( , )X t . Therefore,  f is not sg ‐irresolute. 

Theorem 2.6. A map  :f X Y is  *g s ‐continuous if and only if  1( )f U-  is  *g s ‐open in X for every 

open subset U of  .Y  

Proof.  Necessity.  If U is  an  open  subset  of  ,Y then Y U- is  closed  in  .Y  Since  f is  *g s ‐

continuous,  1( )f Y U- - is  *g s ‐closed  in  .X  Moreover,  since  1 1( ) ( ),X f U f Y U- -- = -  hence 

1( )f U- is  *g s ‐open in  .X  

                Sufficiency.  If B is  a  closed  subset  of  ,Y  then Y B- is  open  in  .Y  Moreover,  since 

1 1( ) ( ),f Y B X f B- -- = - 1( )X f B-- is  *g s ‐open  in  .X Hence,  1( )f B- is  *g s ‐closed  in  .X  

Therefore,  f is  *g s ‐continuous. 

Theorem  2.7.  If  a map  :f X Y is  *g s ‐irresolute  or  semi‐continuous,  then  it  is  *g s ‐continuous 

but not conversely.  

Proof. (1) If U is a closed subset of  ,Y  then U is  *g s ‐closed in Y by Remark 1.4 (3). Moreover, 

since  f is  *g s ‐irresolute,  1( )f U-  is  *g s ‐closed in  .X  Therefore,  f is  *g s ‐continuous.  

                  (2) By Remark 1.4 (3), every semi‐closed set is  *g s ‐closed. It shows that if  f is semi‐

continuous, then  f is  *g s ‐continuous. 

                  (3)  Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { } { }{ }, , , , ,a c a c Xt = Æ and  { }{ }, , .a Xs = Æ Let 
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the  map  : ( , ) ( , )f X Xt s be  defined  by  ( ) ( )f a f c b= =  and  ( ) .f b c= Then  f is  *g s ‐

continuous.  However,  { }b is  *g s ‐closed  in  ( , )X s  but  { }( ) { }1 ,f b a c- = is  not  *g s ‐closed  in 

( , )X t . Therefore,  f is not  *g s ‐irresolute. 

                   (4)  Let  ,X Y and  f be  as  in  Example  2.5  (2).  Then,  f is  *g s ‐irresolute. Hence,  f is 

*g s ‐continuous  by  (1).  However,  { }p is  closed  in  ( , )Y s  but  { }( )1f p- is  not  semi‐closed  in 

( , )X t . Therefore,  f is not semi‐continuous. 

Remark 2.8.   *g s ‐continuous maps and sg ‐continuous maps are independent. 

Proof. It can be seen in the following example. 

Example 2.9.  

(1) Let X  and  f be as in Example 2.5 (3). Then,  f is sg ‐irresolute. By Lemma 1.12,  f is 

sg ‐continuous. However,  { }a is  closed  in  ( , )X t  but  { }( ) { }1f a b- =  is  not  *g s ‐

closed in ( , )X t  by Example 2.2 (2). Therefore,  f is not  *g s ‐continuous. 

(2) Let  { }, ,X a b c= with  topology  { } { }{ }, , , ,a a c Xt = Æ and  { },Y p q= with  topology 

{ }{ }, , .q Ys = Æ Let  the map  : ( , ) ( , )f X Yt s be  defined  by  ( ) ( )f a f b p= =  and 

( ) .f c q=  Then,  f is  *g s ‐continuous.  However,  { }p is  closed  in  ( , )Y s  but 

{ }( )1 { , }f p a b- = is not sg ‐closed  in ( , )X t by Example  2.2  (1). Therefore,  f is not 

sg ‐continuous. 

Theorem 2.10. If a map  :f X Y is semi‐closed, then it is  *g s ‐closed but not conversely.  

Proof. By Remark 1.4 (3), every semi‐closed set is  *g s ‐closed. It shows that  f is  *g s ‐closed.  

             The  converse  does  not  need  to  be  true.  In  fact,  let  { }, ,X a b c= with  topology 

{ }{ }, ,c Xt = Æ  and  { } { }{ }, , , , .a a c Xs = Æ  Then,  the  identity  map  : ( , ) ( , )i X Xt s is  *g s ‐

closed. However, { },a b is  closed  in ( , )X t but  is  not  semi‐closed  in ( , ).X s  Therefore,  f is  not 

semi‐closed. 

Corollary 2.11. If a map  :f X Y is semi‐open, then it is  *g s ‐open but not conversely.  

Theorem 2.12. Let  :f X Y be a map. Then, the following are equipvalent 
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(1) f is  *g s ‐closed; 

(2) For each subset  S  of Y  and for each open subset U  in  X  such that  1( ) ,f S U   there 

is  a  *g s ‐open subset V  of Y  such that  S V  and  1( ) ;f V U   

(3) For  each  y Y  and  for  each  open  subset U  in  X  such  that  1( ) ,f y U     there  is  a 

*g s ‐open subset V  of Y  such that  y V  and  1( ) . f V U  

Proof.  (1)    (2).  Let  f be  *g s ‐closed,  S YÌ and U be  an  open  subset  of  X such  that 

1( ) .f S U- Ì  Since  X U- is  closed  in  X and  f is  *g s ‐closed,  ( )f X U-  is  *g s ‐closed  in  .Y  

Thus,  ( )V Y f X U= - - is  *g s ‐open in Y and 

1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( ) .f V f Y f X U X f f X U X X U U- - -é ù= - - = - - Ì - - =ê úë û  

               (2)   (3) is obvious. 

               (3)   (1). Let A be a closed subset of  .X  For each  ( ),y Y f AÎ -  we have 

1 1 1( ) ( ) ( ( ))f y f Y f A X f f A X A- - -é ùÌ - = - Ì -ê úë û  

and X A-  is  open  in  .X  By  hypothesis,  there  is  a  *g s ‐open  subset V of Y such  that y VÎ  

and  1( ) .f V X A- Ì -  Hence,  ( ) VY f A- Ì and  1 1( ) ( ).A X f V f Y V- -Ì - = -  Thus,  

1( ) ( ( ))Y V f A f f Y V Y V-- Ì Ì - Ì -  

which  implies  ( ).Y V f A- =  Since Y V- is  *g s ‐closed  in Y , ( )f A is  *g s ‐closed  in  .Y  There‐

fore,  f is a  *g s ‐closed map. 

Proposition 2.13. Let  : ,f X Y   :g Y Z and :g f X Z be maps. Then, 

(1) If  ,f g are both  *g s ‐irresolute, then g f is  *g s ‐irresolute.  

(2) If  f is  *g s ‐irresolute and g  is  *g s ‐continuous, then g f is  *g s ‐continuous.  

(3) If  f is closed and  g  is  *g s ‐closed, then  :g f X Z is  *g s ‐closed.  

Proof.      (1)  If U is  *g s ‐open  in  ,Z  then  1( )g U- is  *g s ‐open  in Y and  1 1( ( ))f g U- - is  *g s ‐open 

in X because  ,f g are  *g s ‐irresolute. Thus,  1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f U f g U- - -= is  *g s ‐open  in  .X  There‐

fore, g f is  *g s ‐irresolute. 

               (2)  If U is  closed  in  ,Z  then  1( )g U- is  *g s ‐closed  in Y and  1 1( ( ))f g U- - is  *g s ‐closed 
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in X  because  f is  *g s ‐irresolute  and  g is  *g s ‐continuous.  Thus,  1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f U f g U- - -= is 

*g s ‐closed in  .X  Therefore, g f is  *g s ‐continuous. 

               (3) Let U be closed in  .X  Since  f is a closed map,  ( )f U is closed in  .Y  Moreover, since 

g is  a  *g s ‐closed map,  thus ( )( ) ( ( ))g f U g f U= is  *g s ‐closed  in  .Z  Therefore, g f is  *g s ‐

closed. 

Corollary 2.14. If a map  :f X Y is open and a map  :g Y Z is  *g s ‐open, then  :g f X Z is 

a  *g s ‐open map.  

Theorem 2.15.   Let  :f X Y be a map. Then, 

(1) If  f is  *g s ‐continuous and X is a  *g s ‐compact space, then Y is a compact space. 

(2) If  f is  *g s ‐irresolute  and B is  *g s ‐compact  in  ,X  then  ( )f B is  *g s ‐compact  in 

.Y  

Proof. (1) Let { }:
s
A s SÎ be an open cover of  .Y  Then { }1( ) :

s
f A s S- Î is a  *g s ‐open cover of 

X because  f is  *g s ‐continuous. Since X is a  *g s ‐compact space, it has a finite subcover, i.e., 

there exist 
1 2
, ,...,

n
s s s SÎ such that 

1 1

1 1
( ) .

i i

n n

s s
i i

X f A f A- -

= =

æ ö÷ç ÷= = ç ÷ç ÷÷çè ø
   

Thus,  

1

1 1
.

i i

n n

s s
i i

Y f f A A-

= =

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= =ç ÷÷ç ç ÷÷÷çç ÷è øè ø
   

Therefore, Y  is a compact space. 

               (2)  Let { }:
s
A s SÎ

 
be  a  collection  of  *g s ‐open  subsets  of Y such  that  ( ) .

s
s S

f B A
Î

Ì   

Then,  

( )1 1 1( ( )) ( ).
s s

s S s S
B f f B f A f A- - -

Î Î
Ì Ì =   

By hypothesis, there exist 
1 2
, ,...,

n
s s s SÎ such that  1

1
( ).

i

n

s
i

B f A-

=
Ì   Thus, 



jos.hueuni.edu.vn                                                               Vol. 127, No. 1A, 2018

  

133 

 

 

 

1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ( )) .

i i i

n n n

s s s
i i i

f B f f A f f A A- -

= = =

æ ö÷ç ÷Ì = Ìç ÷ç ÷÷çè ø
    

Therefore,  ( )f B is  *g s ‐compact in Y . 

Theorem 2.16. Every  *g s ‐closed subset of a  *g s ‐compact space is  *g s ‐compact. 

Proof. Let A be  a  *g s ‐closed  subset of  a  *g s ‐compact  space  .X  Then, X A- is  *g s ‐open  in 

.X  Let  { }:
s

M G s S= Î be  a  *g s ‐open  cover  of  .A  Put  ' ( ).M M X A= È -  Then  'M  is  *g s ‐

open cover of  ,X i.e.,  ( ) ( ).s
s S

X G X A
Î

= -   Moreover, since X is a  *g s ‐compact space,  there 

exists  a  finite  subcover  of  { }: , ,
s
G s S X AÎ - i.e., 

1 2
... ( )

ms s s
X G G G X A= È È È È - with 

.
is

G MÎ  Thus, 
1 2

...
ms s s

A G G GÌ È È È with  .
is

G MÎ  Therefore, A is  *g s ‐compact. 
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