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Tém tit. Muc tiéu chinh ctia bai bdo nay la gidi thiéu mot mo rong ctia moédun xa anh, d6 la médun xa
anh bé. Chting t6i dua ra cac tinh chét ctia 16p modun nay va tir d6 tong quat 1én dic trung trén cac vanh

lién quan. Phan sau chiing t6i dwa ra mot s6 két qua chi ra quan hé gitta cdc mdédun xa anh bé va céc
moddun doi bat bién tu déng cau. Cac két qua trong bai bao da dugc gidi thiéu trong [1]. O day, chung
t61 bo sung thém cdc vi du va chiing minh tuwong minh moét sd két qua chwa dugce chiing minh trong bai

bao néu trén.
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Abstract. The aim of this paper is to introduce a generalization of projective modules, that is small

projective modules. We give some new results on this kind of module and obtain some characterizations

of some related rings. Then, we show the relationship between small projective modules and
automorphism-coinvariant modules. The results in the article was introduced in [1]. Here, we add
examples and clearly demonstrate the prove of some unproven results in the above article.
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1  Giéi thiéu

Trong toan bd bai bao nay, cac vanh déu la
vanh két hop, c6 don vi va cac moédun la moédun
phai unita néu khong c6 chui thich nao khac. Ching
t6i st dung ky hiéu N<M, N <M d& chi rang

N Ia mét modun con cua M, N la mot moédun con
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bé cia M tuong ttng (moédun con N ctia moédun M
duoc goi 1a bé trong M néu véi mdi modun con
B#M cuaM ta déu c6 N+B=M ). Chung t6i ky
hiéu J(R), J(M),Soc(R;),Soc(M), Z(R;) cho cédn
Jacobson ctia vanh R, cdn cia médun M , d€ phai
cuaR , d€ ciaM va idéan phai suy bién cua R

teong tng. V&i nhitng ky hiéu khac khong duoc
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dé cap ¢ day, doc gia c6 thé tim hiéu thém trong
cac tai lidu [2, 3-6, 7].

Xét M va N la cac R-modun phai, ching toi
ky hiéu
VIM,N]={f e Hom(M, N) : Im(f) < N}
va
V(M) ={f e End(M): Im(f) < M}.

Roérang, V(M) la métidéan cta End(M).

Dinh nghia 1.1. ([8]) Cho hai R-m6dun phai M va
N.

(1) M duoc goila N -xg dnh bé néu mdi dong
cAu f:M 5K véi Im(f)< K va mdi toan cau
p:N—>K thi ludbn ton tai mot dong ciu
g:M —>N sao cho peog=f, nghia la moi biéu
d6 sau la giao hoan

M

!

N K 0

(2) M duwoc goi la fira xa dnh bé néu M la
M -xa anh bé.

(3) M duocgoilaxgdnhbénéu M la N

-xa anh bé vdi moi médun N .

Dinh nghia 1.2. ([9]) Modun M duoc goi la
modun d6i bat bién tw dang cdu néu véi moi
moédun con K, va K, cia M , mdi toan cau
@:M /K, —-M/K, vo6i hat nhan bé déu mo rong

duoc dén mot ty dang cdu cua M

R6 rang, moi modun ddi bat bién tu dang
cau déu 1a moédun twa xa anh bé. Chung toi sé tra
16i cau hoi ngroc lai "Khi nao thi mot modun tya
xa anh bé lai la mdédun d6i bat bién ti déng cau?"
trong Pinh ly 2.4: cho mot R -mdédun phai M
voi mot phu xa anh p: X ->M , khi d6 M 1la
modun d6i bat bién tw déng cdu khi va chi khi M
la médun twa xa anh bé va End(M)/V(M) 6n
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dinh véi phép nhan bén trai boi cac phan tit kha
nghich caa End(X)/J(End(X)).
Pinh nghia1.3. Cho M la R -modun phai. Toan
cdu p:P—>M duoc goi la phu xa anh cia M
néu p la toan cdu déi c6t yéu (nghia la
Ker(p)<P)va P lamodun xa anh.

Khi p:P—M laphtxaanh thita thuong

goi médun P la phu xa anh cuia médun M va
duwoc ky hiéu P =P(M).

]FZ ]FZ ]FZ
Vidu 1.4. Goi R lavanhchobéi |0 F, O
0 0 F,

trong d6 F, la truong c6 hai phan tk. Ldy
M =¢,R.Do R la daisdhitu han chiéu trén F,,
nén cac ham tie

Hom;, (- ;) :Mod -R — R—Mod

va

Hom,F2 (-,F,):R—Mod —» Mod -R
thiét 1ap tuwong dwong phan bién gitra cac pham tru
con ctia modun hitu han sinh trdi va phai trén R.
Ngoaira, vi M la R-modun phai hitu han sinh,
nén baonodixa E(M) ciling hitu han sinh.

Vivay, Hom, (E(M),F,) laphtxaanhcta
Hom,, (M,E,)) . Tk d¢, Hom,, (M,F,) Ia R -

modun trai d6i bat bién tu ding cdu, nén né la
modun xa anh bé. Ngoai ra, chti y rang
Hom,, (M,IF,) khong bat bién dudi cac ty dong

cdu cta phu xa anh Hom]FZ (E(M),F,), boi vi néu

nguoc lai thi
M =Hom, (Hom, (M F,),F,)

sé bat bién dwdi cac tir dong cau cua
E(M)= Hom,, (Hom,, (M, F,), ).

Vi vay, Hom]F2 (M,F,) khong laxa anh.
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Dinh nghia 1.5. Mot R -médun phai M duwoc
goi la thoa man tinh chat trao d6i néu véi moi R -
modun phai A va hai sy phén tich thanh téng
truc ti€p A=M'@N=@,_ A véi M=M' thi
ton tai mdéddun con B sao cho

. cua A
A=M'®(®

it B) - Néu diéu nay diung voi [I| <
thi M duwoc goi la thdéa man tinh chét trao déi
httu han.

Trong [10], Crawley-Jonnson dat ra cau hai:
"Khi nao thi mdt médun thdéa man tinh chat trao
d6i httu han cling sé thdéa man tinh chat trao d6i?".
Chung t6i tra 10i duwoc mot phéan cau hoi nay doi
voi modun twa xa anh bé trong Dinh ly 2.6, voi
modun M
p: X > M trén mot vanh hoan chinh R, khi d6

la twa xa anh bé vo6i phu xa anh

M la moédun twa roi rac khi va chi khi
End(M)/V(M) on dinh véi phép nhan bén tréi
End(X)
J(End(X))
M ¢6 tinh chat trao d6i hitu han, thi M cling c6

tinh chat trao déi.

bodi cac lay dang caa Luc nay, néu

2 Cackét qua

Chu y 2.1. (1) Trong toan bd bai bao nay, chung toi
xét cdc moédun trén vanh hoan chinh phai. Cha y
rang néu X 1a mdédun xa anh trén vanh hoan
chinh R thi End(X)/J(End(X)) la vanh chinh
quy va mdi phan tir liiy dang ctia n6 nang duwoc
J(End(X)) , dong thoi ta cling cd
V(X) = J(End(X)).

modulo

(2)Giase® M la R-mddun phai tira xa anh
bé. Cho p: X —>M
g € V(X) . Khi d6 ton tai mot dong cdu f e V(M)

la mét phu xa anh va

thobaman fop=pog.Bsivinéu p latoan cdu
bé, thi anh xa

0:V(X) = V(M)

bién g+ f la mot dong cau nhom song anh ma
hat nhan gom cac ty dong cdu geV(X) thoa

man pog=p.
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Ttr dinh nghia cia R-mddun phai xa anh bé
va cht thich trén ta cé cac két qua sau:
Hé qua 2.2. Cic diéu kién sau ddy la twong dwong trén
mét R -mdédun phii M
p:X—>M:

voi mot phi xa dnh

(1) M la médun twa xa anh bé.

(2) Véi méi g eJI(End(X)) déu ton tai mot
dong cau f e End(M) saocho fop=peog.

Cho M la R-m6dun phaiva p: X >M
la phu xa anh cia M . Khi d6, ta c¢6 d6ng cdu vanh
®:End(M) — End(X)/J(End(X)) duoc xac dinh
boi ®(f)=f+JI(End(X)), trong d6 f:X — X
sao cho pof=fop.Rd rang V(M)=Ker(®),
nén ta co dong cau vanh
®:End(M)/V(M) - End(X)/J(End(X)) . Déng
nhat End(M)/V(M) vd6i Im(®), ta cd thé xem
rang End(M)/V(M)

End(X)/ J(End(X)) .

la mét vanh con cua

Pinhly2.3.Cho M Ila R -mdédun phdi twa xa dnh bé
voi p:X —>M laphixg anh. Khi do:

(1) V(M)<J(End(M)).
(2) Cdc phiin ti lity ding ciia End(M) ning
dwoc modulo V(M) .

Chitng  minh. (1) thiét, ta o
V(X)=J(End(X)) (Chu ¥ 2.1). Ldy | la mot

Theo gia

phan tir bt ky ctia V(M) . Chiing ta sé chi ra rang
1-j la phan t& kha nghich cia End(M). Vi p
]1a moét toan cdu bé nén ton tai ] X =X véi
pej=jop va jeV(X)=J(End(X)) . T day
suy ra 1-j 1a mot don vi cta End(X) va
po(1—j)=(1- j)o p.Mit khac, ludn ton tai mot ty
dong cau h: X — X théa man
ho(1-)=(1-])eh=1,

suyra 1, —~h=—jche J(End(X)).

Vay 1, —heJ(End(X)) . Theo gia thiét M lamot
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R-modun phai tya xa anh bé, do d6 ton tai mot tu
déng cdu cia a:M —>M véi po(l, —h)=a-p.
Khi d6 ta c6

(1-a)o(l-j)op=(l-a)o po(l-])

:(l—i)o peh=p

Vi p latoan cdu nén (1-a)o(1-j)=1,. Tuong
tw ching ta cling c6 (1-«)o(1-j)=1,. (2) Lay
e'+V(M) la mot lay déng cua End(M)/V(M)
va  f'+J(End(X)) =D +V(M)) véi modt tu
dong cau f' ctia X thdaman pof'=eop.Dé
dang thay f'+End(X) la mot liy ding trong
End(X)/ J(End(X)). Vi c4c lity dang la nang duoc
theo modulo J(End(X)), nén ton tai mot Iy dang
f caa End(X) ma f'=f+j véi j nao dé
trong J(End(X)). Tt tinh chat tya xa anh bé cua
M , ching ta suy ra ton tai eeEnd(M) ma
pej=eop, va do d6 pof=(e-e)op. Chay
rang p la mot toan cdu va f?=1f , do d¢6
(€' -&)op=pef=(pef)of=(e—e)op)eT
=(e'—e)’op.

Diéu nay chi ra rang € —e la mot lily dang ctia
End(M) . Theo cach xac dinh ctia dong cdu vanh
@, tacod

Be'—e+V(M)) = f'— j+I(End(X))

= f'+J(End(X))

= B(e' +V(M)).

Ching ta ¢6 ® 1a mot don cdu va do do
e'—e+V(M)=¢'+V(M), suy ra moi liy dang la
nang duwoc theo modulo V(M).

Chting ta €'y rang

End(M)/ V(M) = Im(®) < End (X)/ J(End (X)) .

Dinh 1y 2.4. Cdc diéu kién sau la twong dwong trén mot
R-médun phdi M v6i m@t phit xgdnh p: X > M :
(1) M la modun doi bt bien tw ding cdu.

2 M
End(M)/ V(M) 6n dinh véi phép nhin bén trdi béi cic
phin tir khd nghich cia End(X)/ J(End(X)).

la mbdun twa xg dnh bé va
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Chirng minh. (1)=(2) RO rang mot R -
modun phai d6i bat bién tw déng ciu M latwaxa
anhbé. Ta can chirarang End(M)/V(M) &ndinh
v6i phép nhan bén tréi boi cac phan ti kha nghich
cua End(X)/J(End(X)). Ldy g+J(End(X)) la
mot don vi cta End(X)/J(End(X)) . Theo gia
thiét, ton tai g’'+J(End(X)) € End(X)/J(End(X))
thoa man

g9’ + J(End(X)) = g'g + J(End (X)) =1+ J(End(X)).
Dé dang kiém tra gg’ va g'g la cic don vi cta
End(X).Dodd, g lamotphan tr kha nghich cta
End(X). Mat khac, vi M la d6i bat bién te dang
cdu, nén ton tai f:M - M la mét ty dong cau
cta M thoa man pog=fop . Diéu nay kéo
theo  g+J(End(X))eIm(®)
End(M)/V(M) 6n dinh véi phép nhan bén trai

nghia la,

béi cac phan t@¢ kha
End(X)/ J(End(X)).

nghich  cua

2=>(@1) Gia st M
phai twa xa anh bé va End(M)/V(M) o6n dinh vé6i

la mot R -modun

phép nhan bén trai boi cac phan tie kha nghich ctua

End(X)/J(End(X)). Ldy g la mot tu ding cdu

cua X .Khi dé6 g+J(End(X)) la mot don vi cua
End(X)

J(End(X))’

va do d6 (g+J(End(X))IM®) < Im(®) theo (2).
biéu nay c6 nghiala g+J(End(X)) la moét phan
o ctia Im(d) ; ta viét
g+J(End(X))=®(f +AM)) véi f nao dob
trong End(M) . Mt khéc, ton tai mot tw dong cau
h cta X sao cho poh=fop .
g—heJ(End(X)). Tw tinh chat twa xa anh bé cua

f' e End(M)

Suy ra

M, ta cO6 pe(g—h)y=f'op vdi
nao do. Do vay,

pog=poh+flop=pof+flop=(f+fop

Ta c6 ngay lap titc hé qua sau day.
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Heé qua 2.5. Cho M la mgt médun phdi trén vanh
hoan chinh R . Khi d6 M la mbédun d6i bat bién tw
ding cdu khi va chi khi M la twa xg dnh bé, va
End(M)/ V(M) 6n dinh véi phép nhin bén trdi béi cic
phiin tir ki nghich cia End(E(M))/ 3 (End(E(M))).
Trong truwong hop nay, M  thoa man tinh chit trao
doi.

Mot R-moédun M dwgc goi la r0i rac néu
M thdéa man cac diéu kién sau:

(D1) V6i mddun con bat ky N cua M
déu ton tai mot hang tr truc ti€p K cia M sao

cho K<N va N/K<M/K,

(D2) Néu N la mdédun con cia M sao
cho M/N dang cdu véi mot hang tie truc tiép caa
M, thi N cingla mothang ti truc tiép cia M .

Modun M duwoc goi la twa roi rac néu M
thoa man diéu kién (D1) va diéu kién sau:

(D3) Véi cac hang tw truc tiép K va L
cita M ma M=K+L, thi KnL ciing la mot
hang t truc tiép cia M .

Dinh 1y 2.6. Cdc diéu kién sau la twong dweong doi voi
mot R-modun phdi twa xg anhbé M véi p: X > M

la phii xa dnh trén vanh hoan chinh R :
(1) M la médun tiea roi rac.

(2) End(M)/V(M) 6n dinh véi phép nhin bén
End(X)
J(End(X))’

Liic nay, néu M ¢6 tinh chit trao d6i hitu han, thi

trdi boi cic lity dang ciia

M ciing c6 tinh chit trao d6i.

Chirng minh. (1)=(2) Xét M lamot R -mddun
phai tua xa anh bé tua roi rac. Lay e'+V(M) la
End(M .

—V(lfﬂ)) va

£+ J(End(X)) = B(e’'+ V(M)
véi mot ty dong cau f’
Dé dang thdy f’+J(End(X)) la

End(X)
J(End(X))’

mot liy dang ctia

cia X thoa man
uof'=e'ou .
mot lay déng trong Do moédun M
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la tya xa anh bé nén ton tai liiy dang e cta

End(M) thdéa man uof'=eou , kéo theo
f'43(End(X)) € Im(@) , nghia 1a M)
V(M)
dinh véi phép nhan bén trai béi liiy dang cta
End(X)
J(End(X)))’

=) Giast M la mét R-mddun phai tua

ndi xa cot yéu va End(M) on dinh v6i phép nhan
V(M)
bén trai boi lily ddng ctia M Theo Dinh
J(End (X))

ly 2.4 thi M 1a moédun d6i bat bién tu déng cduy,
ma trén vanh hoan chinh thi médun déi bat bién ty
dang c&u la modun twa xa anh (Theo [9, Pinh ly
30]))nén M ciing la modun twa xa anh. Mat khac,
theo [5, Dinh ly 4.41], thi trén vanh hoan chinh phai
R, moi R -mddun tura xa anh déu 1a mdédun roi
rac, do d6 M la mo6dun roi rac nén né la tua roi
rac.

Ngoai ra, cling trong [5] cac tac gia da ching
minh rf“ang d6i véi mot mddun tuwa roirac M, néu
M théa man tinh chit trao d6i hitu han thi M
cting théa man tinh chat trao doi. Két qua sau mang
lai cho chiing ta mét dac trung ctia cac médun xa

anh bé.
Pinh 1y 2.7. Cho R lavanh hoan chinhva M,N la
cic R -mbdun phdi v6i cdc phu xa dnh
B —>M,xz,:P, > N. Cdc diéu ki¢n sau la tirong
dwong:

(1) M la N -xganh bé.

(2) V6i méi R -dong cau f:P, —P, cia cic
R -mbdun phdi voi anh bé, f(Ker(r,))<Ker(z,) .
Chitng minh. Theo [1, Dinh ly 3.10].

Khi cho N =M, ta thu dwoc hé qua sau.

Hé qua 2.8. Cho R la vanh hoan chinh. Cic diéu kién

sau la twong dwong trén moédun phdi M c6 phu xa
anh 7:P—>M:
1. M la médun twa xa anh bé.
121
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2. Ker(z) bdt bién dwéi cic tir dong cdu cia
P v6i dnh bé.
Mot R-modun phai

mddun (hay moédun d6i nira don) néu moi moédun con

M duoc goi la V-

cia M la giao cua cdc médun con cuc dai cua M.
Vanh R laV-vanhphdinéu R, laV-moédun. Nhuw
la V-
modun khi va chi khi moi R-médun phai don la M-

ching ta da biét, mot R-moédun phai M

noi xa.

B6 dé 2.9. ([11, B6 dé 1)) Cdc diéu kién sau la twong
dwong doi voi R-médun phadi M:

(1) M khong la V-modun.

(2) Ton tai mét méduncon N cia M sao cho

M /' N la thanh phin R-modun phdi khong don co dé’

don.

Két qua sau cho ching ta mot s6 tinh chat
cua V-vanh thong qua tinh xa anh bé va néi xa c6t

yéu.

Dinh 1y 2.10. Cic diéu kién sau la ticong dirong trén

moét vanh R :

(1) R/Soc(Ry) la V -vanh phdi.

(2) Moi R -mbdun phdi la xq dnh bé.

(3) Moi R -mbdun phdi hitu han sinh la xq dnh
bé.

(4) Moi R -mddun phdi xiclic la xa dnh bé.

(5) Moi R -médun phdi nira don la xa dnh bé.

(6) Moi R -mddun phdi don la xq dnh bé.

(7) Moi R -mbdun phdi don la ndi xa cot yéu.
Chitng minh. Theo [1, Dinh ly 3.14].

Heé qua 2.11. Cic diéu kién sau la twong dwong trén
mQt vanh nita Artin phdi R :

(1) R khong suy bién phdi va R/Soc(Ry) la
V -vanh phdi.

(2) R khong suy bién phdi va moi R -mdédun
phdi (don, niva don) la xq dnh bé.
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(3) R khong suy bién phai va moi R -modun
phdi don la ngi xa cot yéu.

(4) Moi R -mddun phdi suy bién la nji xa.
Chitng minh. Theo [1, Hé qua 3.15].
Hé qua 2.12. Cdc diéu ki¢n sau la twong dwong trén
mot vanh hoan chinh phdi R :

(1) R khéng suy bién phai va R/Soc(Ry) la
vanh Artin nita don.

(2) R la vanh di truyén phdi véi J*(R)=0.

(3) R khong suy bién phdi va mbi R-modun phdi
(don, niva don) la xa anh bé.

(4) R la vanh di truyén phdi va mdi R-médun
phai (don, nira don) la xq dnh bé.

(5) R khong suy bién phdi va mbi R-médun phdi
(don, niva don) la ndi xq cot yéu.

(6) R Ia vanh di truyén phdi va mdi R-médun
phdi (don, niva don) la ndi xa cot yéu.

(7) Méi R-mbdun phdi suy bién (don, niva don)
la noi xq.

Cho M wva N

Modun M dwoc goi la N-hidu ngi xa néu voi moi

la cdc R-modun phai.
médun con N, cia N va mdi dong ciu
f:N, > M, thihodccodongcadu g:N—>M sao
cho f =goz, hodc c6 mot lily ddng khac khong
7 eEnd(N) va mot dong cau h:M — z(N) sao
cho hof=xzoz, trong d6 :N, >N la phép
nhing caa N; vao trong N.Modun M duoc
goi la hidu ngi xa néu nd 1a hau noi xa véi moi R -
modun phai. R6 rang moi R-modun phai hau noi
xa déu 1a noi xa ¢t yéu. Mdédun M duoc goi la
N -y xq dnh néu véi moi phép chiéu chinh tac
g:N—>N/K va moi dong cdau f:M —->N/K,
thi hodc c6 mot dong cau h:M —N sao cho
f =gch hodc c6 mot hang tir truc ti€p khac
khong N, ctia N va mot dong cdu h :N, > M

ma goz=foh , trong d6 :N, >N la phép
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nhing cua N, vao trong N.Modun M la hiu
xg dnh néu no la hau xa anh véi moi R-moddun phai

Pinh 1y 2.13. Cho vanh R . Khi dé ta c6 cic khing

dinh sau:

(1) Néu moi R -mddun phdi la ndi xa cot yéu thi
moi R -mbdun phdi ciing la xa dnh bé.

(2) Néu moi R -mdédun phdi la hiiu ndi xa thi
moi R -mddun phdi ciing la hdu xa anh.
Chitng minh. Theo [1, Dinh ly 3.17].
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