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Tóm tắt. Mục tiêu chính của bài báo này là giới thiệu một mở rộng của môđun xạ ảnh, đó là môđun xạ 

ảnh bé. Chúng tôi đưa ra các tính chất của lớp môđun này và từ đó tổng quát lên đặc trưng trên các vành 

liên quan. Phần sau chúng tôi đưa ra một số kết quả chỉ ra quan hệ giữa các môđun xạ ảnh bé và các 

môđun đối bất biến tự đẳng cấu. Các kết quả trong bài báo đã được giới thiệu trong [1]. Ở đây, chúng 

tôi bổ sung thêm các ví dụ và chứng minh tường minh một số kết quả chưa được chứng minh trong bài 

báo nêu trên. 
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Abstract. The aim of this paper is to introduce a generalization of projective modules, that is small 

projective modules. We give some new results on this kind of module and obtain some characterizations 

of some related rings. Then, we show the relationship between small projective modules and 

automorphism-coinvariant modules. The results in the article was introduced in [1]. Here, we add 

examples and clearly demonstrate the prove of some unproven results in the above article.  
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1 Giới thiệu 

Trong toàn bộ bài báo này, các vành đều là 

vành kết hợp, có đơn vị và các môđun là môđun 

phải unita nếu không có chú thích nào khác. Chúng 

tôi sử dụng ký hiệu ,N M N M  để chỉ rằng 

N là một môđun con của ,M N là một môđun con 

bé của M tương ứng (môđun con N của môđun M

được gọi là bé trong M nếu với mỗi môđun con 

B M của M ta đều có N B M+  ). Chúng tôi ký 

hiệu ( ), ( ), ( ), ( ),RJ R J M Soc R Soc M ( )RZ R  cho căn 

Jacobson của vành R , căn của môđun M , đế phải 

của R , đế của M và iđêan phải suy biến của R  

tương ứng. Với những ký hiệu khác không được 
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đề cập ở đây, độc giả có thể tìm hiểu thêm trong 

các tài liệu [2, 3-6, 7]. 

Xét M và N là các R-môđun phải, chúng tôi 

ký hiệu  

[ , ] ={ ( , ) : I ( ) }M N f Hom M N m f N    

và  

( ) = { ( ) : I ( ) }.M f End M m f M    

Rõ ràng, ( )M  là một iđêan của End(M).  

Định nghĩa 1.1. ([8]) Cho hai R-môđun phải M và 

N.  

(1) M được gọi là N -xạ ảnh bé nếu mỗi đồng 

cấu :f M K→  với I ( )m f K  và mỗi toàn cấu 

:p N K→  thì luôn tồn tại một đồng cấu 

:g M N→  sao cho =p g f , nghĩa là mọi biểu 

đồ sau là giao hoán  

 

(2) M  được gọi là tựa xạ ảnh bé nếu M  là 

M -xạ ảnh bé.  

(3) M  được gọi là xạ ảnh bé nếu M  là N

-xạ ảnh bé với mọi môđun N .  

Định nghĩa 1.2. ([9]) Môđun M  được gọi là 

môđun đối bất biến tự đẳng cấu nếu với mọi 

môđun con 
1K  và 

2K  của M , mỗi toàn cấu 

1 2: / /M K M K →  với hạt nhân bé đều mở rộng 

được đến một tự đẳng cấu của M   

Rõ ràng, mọi môđun đối bất biến tự đẳng 

cấu đều là môđun tựa xạ ảnh bé. Chúng tôi sẽ trả 

lời câu hỏi ngược lại "Khi nào thì một môđun tựa 

xạ ảnh bé lại là môđun đối bất biến tự đẳng cấu?" 

trong Định lý 2.4: cho một R -môđun phải M  

với một phủ xạ ảnh :p X M→ , khi đó M  là 

môđun đối bất biến tự đẳng cấu khi và chỉ khi M  

là môđun tựa xạ ảnh bé và ( ) / ( )End M M  ổn 

định với phép nhân bên trái bởi các phần tử khả 

nghịch của ( ) / ( ( )).End X J End X   

Định nghĩa 1.3. Cho M  là R -môđun phải. Toàn 

cấu : P M →  được gọi là phủ xạ ảnh của M  

nếu   là toàn cấu đối cốt yếu (nghĩa là 

( )erK P ) và P  là môđun xạ ảnh.  

Khi : P M →  là phủ xạ ảnh thì ta thường 

gọi môđun P  là phủ xạ ảnh của môđun M  và 

được ký hiệu = ( ).P P M   

Ví dụ 1.4. Gọi R  là vành cho bởi 
2 2 2

2

2

0 0

0 0

 
 
 
  

 

trong đó 
2

 là trường có hai phần tử. Lấy 

11=M e R . Do R  là đại số hữu hạn chiều trên 
2
, 

nên các hàm tử  

2
2

Hom ( , ) : Mod ModR R− − → −   

và  

2
2

Hom ( , ) : Mod ModR R− − → −   

thiết lập tương đương phản biến giữa các phạm trù 

con của môđun hữu hạn sinh trái và phải trên R . 

Ngoài ra, vì M  là R -môđun phải hữu hạn sinh, 

nên bao nội xạ ( )E M  cũng hữu hạn sinh.  

Vì vậy, 2
2

Hom ( ( ), )E M  là phủ xạ ảnh của 

2
2

Hom ( , )M . Từ đó, 2
2

Hom ( , )M  là R -

môđun trái đối bất biến tự đẳng cấu, nên nó là 

môđun xạ ảnh bé. Ngoài ra, chú ý rằng 

2
2

Hom ( , )M  không bất biến dưới các tự đồng 

cấu của phủ xạ ảnh 2
2

Hom ( ( ), )E M , bởi vì nếu 

ngược lại thì  

2 2
2 2

= Hom (Hom ( , ), )M M   

sẽ bất biến dưới các tự đồng cấu của  

2 2
2 2

( )= Hom (Hom ( , ), ).E M M   

Vì vậy, 2
2

Hom ( , )M  không là xạ ảnh.  
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Định nghĩa 1.5. Một R -môđun phải M  được 

gọi là thỏa mãn tính chất trao đổi nếu với mọi R -

môđun phải A  và hai sự phân tích thành tổng 

trực tiếp = = i I iA M N A
   với M M   thì 

tồn tại môđun con 
iB  của 

iA  sao cho 

( )= i I iA M B
  . Nếu điều này đúng với <I   

thì M  được gọi là thỏa mãn tính chất trao đổi 

hữu hạn.  

Trong [10], Crawley-Jonnson đặt ra câu hỏi: 

"Khi nào thì một môđun thỏa mãn tính chất trao 

đổi hữu hạn cũng sẽ thỏa mãn tính chất trao đổi?". 

Chúng tôi trả lời được một phần câu hỏi này đối 

với môđun tựa xạ ảnh bé trong Định lý 2.6, với 

môđun M  là tựa xạ ảnh bé với phủ xạ ảnh 

:p X M→  trên một vành hoàn chỉnh R , khi đó 

M  là môđun tựa rời rạc khi và chỉ khi 

( ) / ( )End M M  ổn định với phép nhân bên trái 

bởi các lũy đẳng của 
( )

.
( ( ))

End X

J End X
 Lúc này, nếu 

M  có tính chất trao đổi hữu hạn, thì M  cũng có 

tính chất trao đổi.  

2 Các kết quả   

Chú ý 2.1. (1) Trong toàn bộ bài báo này, chúng tôi 

xét các môđun trên vành hoàn chỉnh phải. Chú ý 

rằng nếu X  là môđun xạ ảnh trên vành hoàn 

chỉnh R  thì ( ) / ( ( ))End X J End X  là vành chính 

quy và mỗi phần tử lũy đẳng của nó nâng được 

modulo ( ( ))J End X , đồng thời ta cũng có 

( ) = ( ( ))X J End X .  

(2) Giả sử M  là R -môđun phải tựa xạ ảnh 

bé. Cho :p X M→  là một phủ xạ ảnh và 

( )g X . Khi đó tồn tại một đồng cấu ( )f M  

thỏa mãn =f p p g . Bởi vì nếu p  là toàn cấu 

bé, thì ánh xạ  

: ( ) ( )X M  →   

biến g f  là một đồng cấu nhóm song ánh mà 

hạt nhân gồm các tự đồng cấu ( )g X  thỏa 

mãn =p g p .  

Từ định nghĩa của R-môđun phải xạ ảnh bé 

và chú thích trên ta có các kết quả sau:  

Hệ quả 2.2. Các điều kiện sau đây là tương đương trên 

một R -môđun phải M  với một phủ xạ ảnh 

:p X M→ :  

(1) M  là môđun tựa xạ ảnh bé.  

(2) Với mỗi ( ( ))g J End X  đều tồn tại một 

đồng cấu ( )f End M  sao cho =f p p g .  

Cho M  là R -môđun phải và :p X M→  

là phủ xạ ảnh của M . Khi đó, ta có đồng cấu vành 

: ( ) ( ) / ( ( ))End M End X J End X →  được xác định 

bởi ( ) = ( ( ))f f J End X + , trong đó :f X X→  

sao cho =p f f p . Rõ ràng ( ) = K ( )M er  , 

nên ta có đồng cấu vành 

: ( ) / ( ) ( ) / ( ( ))End M M End X J End X  → . Đồng 

nhất ( ) / ( )End M M  với I ( )m  , ta có thể xem 

rằng ( ) / ( )End M M  là một vành con của 

( ) / ( ( ))End X J End X .  

Định lý 2.3. Cho M  là R -môđun phải tựa xạ ảnh bé 

với :p X M→  là phủ xạ ảnh. Khi đó:  

(1) ( ) ( ( ))M J End M  .  

(2) Các phần tử lũy đẳng của ( )End M  nâng 

được modulo ( )M .  

Chứng minh. (1) Theo giả thiết, ta có 

( ) = ( ( ))X J End X  (Chú ý 2.1). Lấy j  là một 

phần tử bất kỳ của ( )M . Chúng ta sẽ chỉ ra rằng 

1 j−  là phần tử khả nghịch của ( )End M . Vì p  

là một toàn cấu bé nên tồn tại :j X X→  với 

=p j j p  và ( ) = ( ( ))j X J End X . Từ đây 

suy ra 1 j−  là một đơn vị của ( )End X  và 

(1 ) = (1 )p j j p− − . Mặt khác, luôn tồn tại một tự 

đồng cấu :h X X→  thỏa mãn 

(1 ) = (1 ) = 1 ,Xh j j h− −   

suy ra 1 = ( ( ))X h j h J End X− −  .  

Vậy 1 ( ( ))X h J End X−  . Theo giả thiết M  là một 
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R-môđun phải tựa xạ ảnh bé, do đó tồn tại một tự 

đồng cấu của : M M →  với (1 ) =Xp h p− . 

Khi đó ta có  

(1 ) (1 ) = (1 ) (1 )

= (1 ) =

j p p j

j p h p

 − − − −

−
  

Vì p  là toàn cấu nên (1 ) (1 ) =1Mj− − . Tương 

tự chúng ta cũng có (1 ) (1 ) =1Mj− − . (2)  Lấy 

( )e M +  là một lũy đẳng của ( ) / ( )End M M  

và ( ( )) = ( ( ))f J End X e M +  +  với một tự 

đồng cấu f   của X  thõa mãn =p f e p  . Dễ 

dàng thấy ( )f End X +  là một lũy đẳng trong 

( ) / ( ( ))End X J End X . Vì các lũy đẳng là nâng được 

theo modulo ( ( ))J End X , nên tồn tại một lũy đẳng 

f  của ( )End X  mà =f f j +  với j  nào đó 

trong ( ( ))J End X . Từ tính chất tựa xạ ảnh bé của 

M , chúng ta suy ra tồn tại ( )e End M  mà 

=p j e p , và do đó = ( )p f e e p − . Chú ý 

rằng p  là một toàn cấu và 2 =f f , do đó 

2

( ) = = ( ) = (( ) )

= ( ) .

e e p p f p f f e e p f

e e p

 − −

 −
 

Điều này chỉ ra rằng e e −  là một lũy đẳng của 

( )End M . Theo cách xác định của đồng cấu vành 

 , ta có 

( ( )) = ( ( ))

= ( ( ))

= ( ( )).

e e M f j J End X

f J End X

e M

  − + − +

 +

 +

  

Chúng ta có   là một đơn cấu và do đó 

( ) = ( )e e M e M − + + , suy ra mọi lũy đẳng là 

nâng được theo modulo ( )M .  

Chúng ta để ý rằng 

( ) / ( ) I ( ) ( ) / ( ( ))End M M m End X J End X    .  

Định lý 2.4. Các điều kiện sau là tương đương trên một 

R-môđun phải M  với một phủ xạ ảnh :p X M→ :  

(1) M  là môđun đối bất biến tự đẳng cấu.  

(2) M  là môđun tựa xạ ảnh bé và 

( ) / ( )End M M  ổn định với phép nhân bên trái bởi các 

phần tử khả nghịch của ( ) / ( ( )).End X J End X   

Chứng minh. (1) (2)  Rõ ràng một R -

môđun phải đối bất biến tự đẳng cấu M  là tựa xạ 

ảnh bé. Ta cần chỉ ra rằng ( ) / ( )End M M  ổn định 

với phép nhân bên trái bởi các phần tử khả nghịch 

của ( ) / ( ( )).End X J End X  Lấy ( ( ))g J End X+  là 

một đơn vị của ( ) / ( ( ))End X J End X . Theo giả 

thiết, tồn tại ( ( )) ( ) / ( ( ))g J End X End X J End X +   

thỏa mãn 

( ( )) = ( ( )) =1 ( ( )).gg J End X g g J End X J End X + + +  

Dễ dàng kiểm tra gg  và g g  là các đơn vị của 

( )End X . Do đó, g  là một phần tử khả nghịch của 

( )End X . Mặt khác, vì M  là đối bất biến tự đẳng 

cấu, nên tồn tại :f M M→  là một tự đồng cấu 

của M  thỏa mãn =p g f p . Điều này kéo 

theo ( ( )) I ( )g J End X m+   , nghĩa là, 

( ) / ( )End M M  ổn định với phép nhân bên trái 

bởi các phần tử khả nghịch của 

( ) / ( ( )).End X J End X   

(2) (1)  Giả sử M  là một R -môđun 

phải tựa xạ ảnh bé và ( ) / ( )End M M  ổn định với 

phép nhân bên trái bởi các phần tử khả nghịch của 

( ) / ( ( )).End X J End X  Lấy g  là một tự đẳng cấu 

của X . Khi đó ( ( ))g J End X+  là một đơn vị của 

( )

( ( ))

End X

J End X
,  

và do đó ( ( ( )))I ( ) I ( )g J End X m m+     theo (2). 

Điều này có nghĩa là ( ( ))g J End X+  là một phần 

tử của I ( )m  ; ta viết 

( ( )) = ( ( ))g J End X f M+  +  với f  nào đó 

trong ( )End M . Mặt khác, tồn tại một tự đồng cấu 

h  của X  sao cho =p h f p . Suy ra 

( ( ))g h J End X−  . Từ tính chất tựa xạ ảnh bé của 

M , ta có ( ) =p g h f p−  với ( )f End M  

nào đó. Do vậy, 

= = = ( ) .p g p h f p p f f p f f p  + + +   

Ta có ngay lập tức hệ quả sau đây.  
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Hệ quả 2.5. Cho M  là một môđun phải trên vành 

hoàn chỉnh R . Khi đó M  là môđun đối bất biến tự 

đẳng cấu khi và chỉ khi M  là tựa xạ ảnh bé, và 

( ) / ( )End M M  ổn định với phép nhân bên trái bởi các 

phần tử khả nghịch của ( ( )) / ( ( ( ))).End E M J End E M  

Trong trường hợp này, M  thỏa mãn tính chất trao 

đổi.  

Một R-môđun M  được gọi là rời rạc nếu 

M  thỏa mãn các điều kiện sau:  

(D1) Với môđun con bất kỳ N  của M  

đều tồn tại một hạng tử trực tiếp K  của M  sao 

cho K N  và / /N K M K ,  

(D2) Nếu N  là môđun con của M  sao 

cho /M N  đẳng cấu với một hạng tử trực tiếp của 

M , thì N  cũng là một hạng tử trực tiếp của M . 

Môđun M  được gọi là tựa rời rạc nếu M  

thỏa mãn điều kiện (D1) và điều kiện sau:  

(D3) Với các hạng tử trực tiếp K  và L  

của M  mà =M K L+ , thì K L  cũng là một 

hạng tử trực tiếp của M .  

Định lý 2.6. Các điều kiện sau là tương đương đối với 

một R-môđun phải tựa xạ ảnh bé M  với :p X M→  

là phủ xạ ảnh trên vành hoàn chỉnh R :  

(1) M  là môđun tựa rời rạc.  

(2) ( ) / ( )End M M  ổn định với phép nhân bên 

trái bởi các lũy đẳng của 
( )

.
( ( ))

End X

J End X
  

Lúc này, nếu M  có tính chất trao đổi hữu hạn, thì 

M  cũng có tính chất trao đổi.  

Chứng minh. (1) (2)  Xét M  là một R -môđun 

phải tựa xạ ảnh bé tựa rời rạc. Lấy ( )e M +  là 

một lũy đẳng của 
( )

( )

End M

M
 và 

( ( )) = ( ( ))f J End X e M +  +   

với một tự đồng cấu f   của X  thõa mãn 

=u f e u  . Dễ dàng thấy ( ( ))f J End X +  là 

một lũy đẳng trong 
( )

.
( ( ))

End X

J End X
 Do môđun M  

là tựa xạ ảnh bé nên tồn tại lũy đẳng e  của 

( )End M  thỏa mãn =u f e u , kéo theo 

( ( )) I ( )f J End X m +   , nghĩa là 
( )

( )

End M

M
 ổn 

định với phép nhân bên trái bởi lũy đẳng của 

( )
.

( ( )))

End X

J End X
  

(2) (1)  Giả sử M  là một R -môđun phải tựa 

nội xạ cốt yếu và 
( )

( )

End M

M
 ổn định với phép nhân 

bên trái bởi lũy đẳng của 
( )

.
( ( ))

End X

J End X
 Theo Định 

lý 2.4 thì M  là môđun đối bất biến tự đẳng cấu, 

mà trên vành hoàn chỉnh thì môđun đối bất biến tự 

đẳng cấu là môđun tựa xạ ảnh (Theo [9, Định lý 

30]) nên M  cũng là môđun tựa xạ ảnh. Mặt khác, 

theo [5, Định lý 4.41], thì trên vành hoàn chỉnh phải 

R , mọi R -môđun tựa xạ ảnh đều là môđun rời 

rạc, do đó M  là môđun rời rạc nên nó là tựa rời 

rạc.  

Ngoài ra, cũng trong [5] các tác giả đã chứng 

minh rằng đối với một môđun tựa rời rạc M , nếu 

M  thỏa mãn tính chất trao đổi hữu hạn thì M  

cũng thỏa mãn tính chất trao đổi. Kết quả sau mang 

lại cho chúng ta một đặc trưng của các môđun xạ 

ảnh bé.  

Định lý 2.7. Cho R  là vành hoàn chỉnh và ,M N  là 

các R -môđun phải với các phủ xạ ảnh 

1 1 2 2: , :P M P N → → . Các điều kiện sau là tương 

đương:  

(1) M  là N -xạ ảnh bé.  

(2) Với mỗi R -đồng cấu 1 2:f P P→  của các 

R -môđun phải với ảnh bé, 1 2(K ( )) K ( )f er er  . 

Chứng minh. Theo [1, Định lý 3.10].  

Khi cho =N M , ta thu được hệ quả sau.  

Hệ quả 2.8. Cho R  là vành hoàn chỉnh. Các điều kiện 

sau là tương đương trên môđun phải M  có phủ xạ 

ảnh : P M → :  

1. M  là môđun tựa xạ ảnh bé.  
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2. K ( )er   bất biến dưới các tự đồng cấu của 

P với ảnh bé.  

Một R-môđun phải M  được gọi là V-

môđun (hay môđun đối nửa đơn) nếu mọi môđun con 

của M là giao của các môđun con cực đại của .M  

Vành R  là V-vành phải nếu 
RR  là V-môđun. Như 

chúng ta đã biết, một R-môđun phải M  là V-

môđun khi và chỉ khi mọi R-môđun phải đơn là M-

nội xạ.  

Bổ đề 2.9. ([11, Bổ đề 1]) Các điều kiện sau là tương 

đương đối với R-môđun phải M:  

(1) M không là V-môđun.  

(2) Tồn tại một môđun con N  của M  sao cho 

/M N  là thành phần R-môđun phải không đơn có đế 

đơn.  

Kết quả sau cho chúng ta một số tính chất 

của V-vành thông qua tính xạ ảnh bé và nội xạ cốt 

yếu.  

Định lý 2.10. Các điều kiện sau là tương đương trên 

một vành R :  

(1) / ( )RR Soc R  là V -vành phải.  

(2) Mọi R -môđun phải là xạ ảnh bé.  

(3) Mọi R -môđun phải hữu hạn sinh là xạ ảnh 

bé.  

(4) Mọi R -môđun phải xiclic là xạ ảnh bé.  

(5) Mọi R -môđun phải nửa đơn là xạ ảnh bé.  

(6) Mọi R -môđun phải đơn là xạ ảnh bé.  

(7) Mọi R -môđun phải đơn là nội xạ cốt yếu. 

Chứng minh. Theo [1, Định lý 3.14].  

Hệ quả 2.11. Các điều kiện sau là tương đương trên 

một vành nửa Artin phải R :  

(1) R  không suy biến phải và / ( )RR Soc R  là 

V -vành phải.  

(2) R  không suy biến phải và mọi R -môđun 

phải (đơn, nửa đơn) là xạ ảnh bé.  

(3) R  không suy biến phải và mọi R -môđun 

phải đơn là nội xạ cốt yếu.  

(4) Mọi R -môđun phải suy biến là nội xạ. 

Chứng minh. Theo [1, Hệ quả 3.15].  

Hệ quả 2.12. Các điều kiện sau là tương đương trên 

một vành hoàn chỉnh phải R :  

(1) R  không suy biến phải và / ( )RR Soc R  là 

vành Artin nửa đơn.  

(2) R là vành di truyền phải với 2 ( ) = 0J R .  

(3) R không suy biến phải và mỗi R-môđun phải 

(đơn, nửa đơn) là xạ ảnh bé.  

(4) R là vành di truyền phải và mỗi R-môđun 

phải (đơn, nửa đơn) là xạ ảnh bé.  

(5) R không suy biến phải và mỗi R-môđun phải 

(đơn, nửa đơn) là nội xạ cốt yếu.  

(6) R là vành di truyền phải và mỗi R-môđun 

phải (đơn, nửa đơn) là nội xạ cốt yếu.  

(7) Mỗi R-môđun phải suy biến (đơn, nửa đơn) 

là nội xạ.  

Cho M  và N  là các R-môđun phải. 

Môđun M  được gọi là N-hầu nội xạ nếu với mỗi 

môđun con 1N  của N  và mỗi đồng cấu 

1: ,f N M→  thì hoặc có đồng cấu :g N M→  sao 

cho =f g  , hoặc có một lũy đẳng khác không 

( )End N   và một đồng cấu : ( )h M N→  sao 

cho =h f   , trong đó 
1: N N →  là phép 

nhúng của 1N  vào trong N . Môđun M  được 

gọi là hầu nội xạ nếu nó là hầu nội xạ với mọi R -

môđun phải. Rõ ràng mọi R-môđun phải hầu nội 

xạ đều là nội xạ cốt yếu. Môđun M  được gọi là 

N -hầu xạ ảnh nếu với mọi phép chiếu chính tắc 

: /g N N K→  và mọi đồng cấu : /f M N K→ , 

thì hoặc có một đồng cấu :h M N→  sao cho 

=f g h  hoặc có một hạng tử trực tiếp khác 

không 1N  của N  và một đồng cấu 1 1:h N M→  

mà 1=g f h , trong đó 1: N N →  là phép 
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nhúng của 
1N  vào trong N . Môđun M  là hầu 

xạ ảnh nếu nó là hầu xạ ảnh với mọi R-môđun phải 

Định lý 2.13. Cho vành R . Khi đó ta có các khẳng 

định sau: 

(1) Nếu mọi R -môđun phải là nội xạ cốt yếu thì 

mọi R -môđun phải cũng là xạ ảnh bé.  

(2) Nếu mọi R -môđun phải là hầu nội xạ thì 

mọi R -môđun phải cũng là hầu xạ ảnh.  

Chứng minh. Theo [1, Định lý 3.17]. 
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