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Tóm tắt. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu một số kết quả về môđun bất biến đẳng cấu trên vành 

Goldie phải, đồng thời nêu một số tính chất liên quan đến lớp các môđun này. Ngoài ra, chúng tôi cũng 

khẳng định một số vấn đề liên quan đến lớp vành bất biến đẳng cấu không suy biến. 
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tổng quát hóa của chuỗi tổng quát 
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Abstract. In this paper, we study some properties of automorphism invariant modules on the right 

Goldie ring and state some properties related to this class of modules. In addition, we confirmed some 

problems related to the nonsingular automorphism invariant ring. 
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1 Giới thiệu 

Trong suốt bài báo này, vành R  luôn giả 

thiết là vành kết hợp có phần tử đơn vị và mọi R -

môđun được xét là môđun unita. Với vành R  đã 

cho, ta viết RM  (tương ứng, R M ) để chỉ M  là 

một R -môđun phải (tương ứng, trái). Khi không 

sợ nhầm lẫn về phía của môđun, để đơn giản ta viết 

môđun M  thay vì RM . Môđun con K  của R -

môđun M  được gọi là môđun con cốt yếu trong 

M , ký hiệu eK M , nếu với mọi môđun con L  

của M  mà 0K L =  thì 0L = , ta cũng nói M  

là mở rộng cốt yếu của môđun con K . Nếu mọi 

môđun con của M  là cốt yếu thì M  được gọi là 

môđun đều. Một đơn cấu :f K M→  được gọi là 

cốt yếu nếu ( ) .eIm f M  Ký hiệu 
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 ( ) / ( ) eZ M x M r x R=   , một môđun M  được 

gọi là không suy biến nếu ( ) 0RZ M =  và được gọi là 

suy biến nếu ( )RZ M M= . Môđun U  được gọi là 

M -nội xạ nếu với mỗi môđun con K  của M  thì 

mọi đồng cấu :v K U→  đều mở rộng được đến 

đồng cấu :v M U→ . Nếu môđun M  là M -nội 

xạ thì M  được gọi là tựa nội xạ [1]. Johnson và 

Wong đã chứng minh rằng M  là môđun tựa nội 

xạ nếu và chỉ nếu M  bất biến qua tất cả các tự 

đồng cấu của bao nội xạ của nó. Một cách tự nhiên, 

trong [2], Lee và Zhou đã đưa ra khái niệm môđun 

bất biến đẳng cấu; môđun M được gọi là bất biến 

đẳng cấu nếu M bất biến qua tất cả các tự đẳng cấu 

của bao nội xạ của nó. Như vậy, môđun tựa nội xạ 

là môđun bất biến đẳng cấu. Trong [3], Dickson và 

Fuller đã khẳng định, nếu M  là một đại số trên 

trường  nhiều hơn hai phần tử thì mọi −

môđun phải M  là bất biến đẳng cấu nếu và chỉ 

nếu M  là tựa nội xạ. Môđun U được gọi là M -

giả nội xạ nếu với mỗi môđun con K  của M  thì 

mọi đơn cấu :v K U→  đều mở rộng được đến 

đồng cấu :v M U→ . Môđun M  được gọi là giả 

nội xạ nếu M  là M -giả nội xạ [4]. Trong [5], Er, 

Singh và Srivastava đã khẳng định một môđun là 

giả nội xạ nếu và chỉ nếu nó là môđun bất biến 

đẳng cấu.  

Vành Artin phải (trái) R  được gọi là tổng 

quát hóa của chuỗi tổng quát nếu mỗi phần tử lũy 

đẳng nguyên thủy e  của R  thì eR ( Re) có duy 

nhất chuỗi phân tích như là R-môđun phải (trái). 

Lớp các vành tổng quát hóa của chuỗi tổng quát 

được Eisenbud và Griffith nghiên cứu [6]. Một 

môđun M  có sự phân tích chiều dài hữu hạn 

được gọi là chuỗi tổng quát nếu nó có duy nhất sự 

phân tích chuỗi. Nó được nghiên cứu nhiều trên 

vành nguyên tố Noether trái di truyền trái R  và 

cũng là Noether phải, di truyền phải và được gọi là 

vành nguyên tố Noether di truyền. Năm 1968, 

Fuller đã nghiên cứu môđun không phân tích được 

trên vành tổng quát hóa của chuỗi tổng quát, ông 

đã chứng minh được vành R  là tổng quát hóa của 

chuỗi tổng quát nếu và chỉ nếu mỗi môđun không 

phân tích được là tựa nội xạ. Trong bài báo này, 

chúng tôi cũng đưa ra một số kết quả về môđun 

bất biến đẳng cấu trên vành tổng quát hóa của 

chuỗi tổng quát và vành nguyên tố Noether di 

truyền. 

2 Môđun bất biến đẳng cấu trên vành 

Goldie nguyên tố 

Bổ đề 2.1. Nếu M  là môđun bất biến đẳng cấu, 

A  là môđun con đóng của M  và B  là môđun con 

của M  thỏa 0A B = , thì A  là B -nội xạ. Hơn 

nữa, bất kỳ đơn cấu :h A M→  với ( ) 0A h A =  thì 

( )h A  là một môđun con đóng của M . 

Chứng minh. Giả sử M  là môđun bất biến 

đẳng cấu. Gọi C  là phần bù của A  trong M  

chứa B . Nói riêng, eC A M  . Gọi :f H A→  là 

một đồng cấu, với H  là môđun con của C . Tồn tại 

một đồng cấu : ( ) ( )g E C E A→  và tự đồng cấu lũy 

linh   của ( )E M  sao cho ( )M M  , | |C Cg =  

và |H f = . Bây giờ ( ) ( ) ( ) ,g C C M E A A=   =  

kéo theo A  là C -nội xạ hay A  là B -nội xạ.

  

Giả sử :h A M→  là một đồng cấu thỏa

( ) 0A h A = . Gọi K  là môđun con đóng của 

( )h A  trong M . Lúc đó 0A K = . Theo chứng 

minh trên, A  là K -nội xạ và do đó tồn tại 

:k K A→  sao cho k  là một mở rộng của
1 : ( )h h A A− → . Với mọi a A , ta có 

1( )( ) ( )( )a h h a k h a−= =  và rõ ràng :h A K→  là 

một đơn cấu chẻ ra. Như vậy, ( )h A K=  là môđun 

con đóng của .M ▪ 

Nhắc lại rằng, vành R  được gọi là Goldie 

phải nếu R  không chứa tổng trực tiếp vô hạn các 

iđêan phải khác không của R  và R  thỏa mãn 

điều kiện ACC các linh hóa tử phải. Vành R  được 

gọi là nguyên tố nếu tích của hai iđêan khác không 

bất kỳ của R  là khác không. 
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Bổ đề 2.2. Cho R  là vành Goldie phải nguyên 

tố và M  là R -môđun không suy biến khác không. 

Nếu N  là M -nội xạ thì N  là R -môđun nội xạ. 

Chứng minh. Theo chứng minh Hệ quả 

7.26(a) trong [7]. ▪ 

Bổ đề 2.3. Cho M  là môđun bất biến đẳng cấu 

không suy biến trên vành Goldie phải nguyên tố R . Khi 

đó: 

(1) Nếu N  là môđun con đóng thực sự của M  

thì N  là R -môđun nội xạ. 

(2) Nếu M  là R -môđun phải không đều thì 

M  là môđun nội xạ. 

Chứng minh. (1) Gọi N  là môđun con đóng 

thực sự của R -môđun không suy biến M . Khi đó, 

tồn tại môđun con N   của M  sao cho 0N N =

. Kết hợp với Bổ đề 2.1 và Bổ đề 2.2, N  là R -

môđun phải nội xạ. 

(2) Giả sử M  là R -môđun không suy biến 

không đều. Khi đó, M  là mở rộng cốt yếu của

1 2M M  với 
1M  và 

2M  là các môđun con đóng 

không suy biến khác không của M . Từ (1) suy ra 

1 2M M  là R -môđun phải nội xạ; do đó, 

1 2M M M=   là nội xạ. 

Một môđun khác không M  không chứa 

tổng trực tiếp vô hạn các môđun con khác không 

nếu và chỉ nếu M  chứa một môđun con cốt yếu 

có dạng 1 2 nU U U    với iU  là các môđun 

con đều nào đó của M . Hơn nữa, số nguyên n  là 

bất biến và n  được gọi là chiều đều hoặc chiều 

Goldie (Goldie rank) của M  và được ký hiệu là

dimM n= . Nếu 0M =  thì ta viết dim( ) 0M = . 

Định lý 2.4. Cho R  là vành Goldie phải 

nguyên tố và M  là R -môđun phải thỏa mãn

dim( / ( )) 1M Z M  . Các điều kiện sau là tương đương: 

(1) M  là môđun bất biến đẳng cấu. 

(2) M  là môđun nội xạ. 

Chứng minh. (1) (2)  Giả sử R là vành 

Goldie phải nguyên tố và M là R-môđun phải bất 

biến đẳng cấu với dim( / ( )) 1M Z M  . Chú ý rằng 

môđun con suy biến của R-môđun trên vành 

Goldie phải nửa nguyên tố bất kỳ là môđun con 

đóng; do đó, ( )Z M  là môđun con đóng thực sự 

của M . Khi đó, tồn tại một môđun con 0K   của 

M  sao cho ( ) 0Z M K = . Ta kiểm tra được K  là 

môđun con không suy biến. Theo Bổ đề 2.1, ( )Z M  

là K -nội xạ. Suy ra, ( )Z M  là môđun nội xạ theo 

Bổ đề 2.2 và do đó, tồn tại sự phân tích 

( )M Z M M =   với 'M là R -môđun phải 

không suy biến. Khi đó, dim( ) 1M    và rõ ràng 

'M  không là R -môđun phải đều. Chú ý rằng 

'M là mô đun bất biến đẳng cấu. Theo Bổ đề 2.3(8), 

'M  là nội xạ. Do đó, M  là R -môđun phải nội 

xạ. 

(2) (1)  là rõ ràng. ▪ 

Mệnh đề 2.5. Mỗi môđun bất biến đẳng cấu 

trên vành tổng quát hóa của chuỗi tổng quát là tựa nội 

xạ. 

Chứng minh. Cho M  là R - môđun bất biến 

đẳng cấu trên vành tổng quát hóa của chuỗi tổng 

quát. Khi đó, i I iM M=  , với mọi R -môđun phải 

iM  là chuỗi tổng quát. Chú ý rằng mỗi R -môđun 

phải không phân tích được 
iM  là tựa nội xạ theo 

[8, Định lý 5.3]. Mặt khác, mỗi hạng tử trực tiếp của 

môđun bất biến đẳng cấu là môđun bất biến đẳng 

cấu và ,i jM M  là nội xạ tương hỗ nếu i jM M  

là môđun bất biến đẳng cấu. Sử dụng [9, Định lý 

1.7], ta kết luận M  là tựa nội xạ. ▪ 

Vành R  được gọi là di truyền phải nếu mọi 

iđêan phải của R  là xạ ảnh. Vành R  được gọi là 

bị chặn nếu mọi iđêan phải hoặc trái cốt yếu của R  

chứa một iđêan khác không. 

Cho M  là môđun phải trên vành R  và 

gọi ( )t M  là tập tất cả các phần tử của M  được 

linh hóa bởi ước khác không nào đó của vành R . 

Môđun M  được gọi là không phải là xoắn (tương 

ứng, xoắn, không xoắn) nếu ( )t M M=  (tương ứng,

( ) , ( ) 0t M M t M= = ). Chú ý rằng ( ) ( )t M Z M=  với 
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môđun phải M  bất kỳ trên vành Goldie nguyên 

tố. Một môđun con K  của M  được gọi là bất 

biến đầy đủ môđun con nếu ( )f K  được chứa 

trong K  với mọi tự đồng cấu f  của M . 

Định lý 2.6. Cho R  là một vành nguyên tố 

Noether di truyền bị chặn phải. Khi đó các điều kiện sau 

là tương đương đối với R -môđun phải xoắn M : 

(1) M  là bất biến tự đẳng cấu. 

(2) M  là tựa nội xạ. 

Chứng minh. (2) (1)  là hiển nhiên. 

(1) (2)  Cho M  là một R - môđun phải 

bất biến đẳng cấu. N  là một môđun con của M

và : N M →  là một đồng cấu. Ta sẽ chỉ ra  có 

thể mở rộng đến một tự đồng cấu của M . Gọi  

là tập các cặp ( , )N    sao cho N N M   và 

: N M →  là một mở rộng của . Theo Bổ đề 

Zorn, gọi 
0 0( , )N   là cặp tối đại trong . Chúng 

ta sẽ chỉ ra mâu thuẫn đó là 
0 .N M=  Giả sử tồn 

tại x M  và
0x N . Vì M  là môđun xoắn nên 

linh hóa tử phải của x  trong R  là một iđêan 

phải cốt yếu của R ; do đó, nó chứa một iđêan hai 

phía I  khác không của R . Theo [10, Định lý 3.3] 

và [11, Định lý 3.3], /R I  là vành tổng quát hóa 

của chuỗi tổng quát. Đặt { : 0}K m M mI=  =  là 

môđun con của R -môđun phải M  chứa x . Vì 

K  là môđun con bất biến đầy đủ của M  nên K  

cũng là môđun bất biến đẳng cấu. Suy ra, K  là 

môđun phải bất biến đẳng cấu trên vành tổng quát 

hóa của chuỗi tổng quát /R I ; do đó, K  là /R I -

môđun phải tựa nội xạ theo Mệnh đề 2.5. Suy ra, 

K  là R -môđun phải tựa nội xạ. Xét ánh xạ 

0: K N K  →  được xác định bởi 0 ( )k k  với 

mọi 0k K N  . Đây là đồng cấu được định nghĩa 

tốt. Vì K  là tựa nội xạ tồn tại đồng cấu 

: K K →  là mở rộng của  . Xét ánh xạ 

0: K N M + →  được xác định bởi 

0( ) ( ) ( )k m k m  + = +  với mọi k K và 
0m N . 

Khi đó,   là đồng cấu được định nghĩa tốt và là 

mở rộng thực sự của . Điều này mâu thuẫn với 

tính tối đại của
0 0( , )N  . Do đó, M  là tựa nội xạ. ▪

  

Định lý 2.7. Cho R  là vành nguyên tố Noether 

di truyền bị chặn phải và M  là R -môđun phải với

dim( / ( )) 1M Z M  . Các điều kiện sau là tương đương: 

(1) M  là môđun bất biến đẳng cấu. 

(2) M  là tựa nội xạ. 

(3) M  là môđun xoắn tựa nội xạ hoặc M  là R

-môđun phải nội xạ với 1d (im( / ))M Z M  . 

Chứng minh. (3) (2) (1)   là rõ ràng. 

(1) (3)  Nếu 0d (im( / ))M Z M =  thì 

( )M Z M=  hoặc M  là môđun xoắn. Suy ra, M  

là tựa nội xạ theo Định lý 2.6. Mặt khác, theo Định 

lý 2.4, M  là môđun tựa nội xạ nếu

1d (im( / ))M Z M  .▪ 

Nhắc lại rằng, vành R  được gọi là vành 

không suy biến nếu ( ) 0RZ R =  và được gọi là suy 

biến nếu ( )RZ R R= . Vành R  được gọi là bất biến 

đẳng cấu nếu RR  là R -môđun bất biến đẳng cấu. 

Tập các phần tử lũy đẳng là trù mật phải của vành 

R  nếu nó sinh ra một iđêan phải cốt yếu trong 

vành R . Trong phần tiếp theo của bài báo, chúng 

tôi chứng minh một số kết quả về vành bất biến 

đẳng cấu không suy biến.  

Định nghĩa 2.8. [12] Vành R  được gọi là 

fa − vành phải nếu mọi iđêan phải hữu hạn sinh 

của vành R  là bất biến đẳng cấu. 

Bổ đề 2.9. Cho R  là vành nửa nguyên thủy 

hoặc không suy biến phải. Khi đó, R  bất biến đẳng cấu 

phải khi và chỉ khi R  là fa − vành phải. 

Chứng minh. Điều kiện đủ là hiển nhiên. Bây 

giờ, chúng ta giả sử R  bất biến đẳng cấu phải. Khi 

đó, / ( )R J R  là một vành chính quy von Neumann 

và ( ) ( )RJ R Z R= . Theo giả thiết, chúng ta suy ra R  

là một vành chính quy von Neumann. Điều này 

suy ra mọi iđêan phải hữu hạn sinh của R  là một 
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hạng tử trực tiếp. Chúng ta kết luận tất cả các iđêan 

phải hữu hạn sinh của R  là bất biến đẳng cấu. 

Vậy, R  là fa − vành phải. ▪ 

Định lý 2.10. Cho R  là vành bất biến đẳng cấu 

phải và không suy biến phải hoặc nửa nguyên thủy. Khi 

đó, R  là tổng trực tiếp của vành tựa nội xạ phải chính 

quy von Neumann chính phương đầy đủ và vành không 

chính phương phải. 

Chứng minh. Theo [12, Theorem 12], R  

đẳng cấu với vành ma trận 
0

,
S

M T

 
 
 

 với S  là 

vành tự nội xạ phải chính quy von Neumann chính 

phương đầy đủ ; T  là vành không chính phương 

phải và M  là một iđêan lũy linh của R . Vì R  là 

không suy biến phải hoặc nửa nguyên thủy nên

0M = . Từ đó, suy ra đẳng cấu vành R S T  . ▪ 

Mệnh đề 2.11. Cho R  là vành bất biến đẳng 

cấu phải, không suy biến phải và không phân tích được 

với các phần tử lũy đẳng nguyên thủy. Khi đó,

( ) 0Rsoc R  . Hơn nữa, ảnh đồng cấu giữa hai iđêan 

chính I  và K không phân tích được với 0I K = là 

đơn. 

Chứng minh. Cho R  là vành bất biến đẳng cấu 

phải, không suy biến phải và không phân tích được 

với e R  là phần tử lũy đẳng nguyên thủy. Khi 

đó, (1 ) 0eR e−   hoặc (1 ) 0e Re−  . Vì R  là vành 

bất biến đẳng cấu phải, không suy biến phải nên 

theo Bổ đề 2.9, 
1 2R R R=   với 

1R  là vành tự nội 

xạ phải chính quy von Neumann chính phương 

đầy đủ và 2R  là vành không chính phương phải. 

Mặt khác, R  không phân tích được nên 1R R=  

hoặc
2R R= . 

Giả sử
2R R= . Khi đó, R  là vành không 

chính phương phải. Tiếp theo, chúng ta giả sử

(1 ) 0eR e−  . Xét đồng cấu khác không

: (1 )e R eR − → . Nếu ( ) (1 )eKer e R −  thì tồn 

tại môđun con 0A  của (1 )e R−  sao cho 

( ) 0.Ker A  = Suy ra, | : ( )A A A eR →   là đẳng 

cấu (vô lý). Nếu ( ) (1 )eKer e R  −  thì 

(1 ) / ( ) ( )e R Ker Im −   là môđun con suy biến 

nên ( ) ( ( )) 0Im Z Im = =  (mâu thuẫn). Hoàn toàn 

tương tự cho trường hợp (1 ) 0e Re−  , chúng ta 

cũng suy ra điều mâu thuẫn. 

Tóm lại, chúng ta phải có 
1R R=  là vành 

tựa nội xạ phải chính quy von Neumann chính 

phương đầy đủ. Vì R  là vành không phân tích 

được nên theo [13, Mệnh đề 9.6], ta có R  là một 

vành nguyên tố. Từ đó suy ra (1 ) 0eR e−  . 

Giả sử (1 )a eR e −  là phần tử khác không 

bất kỳ. Vì eR là nội xạ không phân tích được nên
eaR eR . Chúng ta chú ý aR cũng là môđun nội xạ 

và vì vậy aR eR= . Điều này chứng tỏ (1 ) .eR e aR− 

Từ điều này, chúng ta kiểm tra được aR  là một 

iđêan phải đơn của R .   

Hơn nữa, nếu I  và K  là hai iđêan chính 

không phân tích được của R  với 0I K =  thì 

ảnh đồng cấu khác không từ I  vào K  là đơn. ▪ 

Từ [13, Định lý 9.12], chúng ta thu được kết 

quả quan trọng sau : 

Hệ quả 2.12. Nếu R  là vành bất biến đẳng cấu 

phải, không suy biến phải và không phân tích được với 

các phần tử lũy đẳng nguyên thủy thì R  đẳng cấu 

vành các phép biến đổi tuyến tính của một không gian 

véctơ trên một thể.  

  Hệ quả 2.13. Cho R là vành bất biến đẳng cấu 

phải, không suy biến phải và không phân tích được với 

tập trù mật lũy đẳng nguyên thủy. Khi đó R có đế cốt 

yếu. 

Chứng minh. Theo Hệ quả 2.12 và [13, Định 

lý 9.13]. 
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