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Tém tat. Trong bai bao nay, chiing tdi nghién ctru mot s6 két qua vé mddun bat bién déng cdu trén vanh
Goldie phai, dong thoi néu mét sd tinh chét lién quan dén 16p cac médun nay. Ngoai ra, chiing tdi ciing
khéng dinh mot s§ van dé lién quan dén 16p vanh bat bién déng cau khong suy bién.
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tong quat hda ctia chudi tdng quat
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Abstract. In this paper, we study some properties of automorphism invariant modules on the right
Goldie ring and state some properties related to this class of modules. In addition, we confirmed some
problems related to the nonsingular automorphism invariant ring.
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1 Gioi thiéu moédun M thay vi M. Moédun con K cta R -
moédun M dwogc goi la mbédun con cot yéu trong
Trong sudt bai bao nay, vanh R ludn gia M, ky hiéu K <* M, néu v6i moi modun con L
thiét 1a vanh két hgp c6 phan tir don vi vamoi R - cia M ma KAL=0 thi L=0, ta cing néi M

modun dwoc xét la modun unita. V6i vanh R da
cho, ta viét M, (twong tting, ;M) d€ chi M 1la
mot R -mddun phai (tuong tng, trai). Khi khong

so nham lan vé phia cia modun, d€ don gian ta viét
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la mé rong c6t yéu ctia moédun con K . Néu moi
modun con cia M la c6t yéu thi M dwoc goi la
moédun déu. Mot don cau f:K > M duoc goi la

c6t  yéu néu Im(f)<* M. Ky  hiéu
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Z(M)={xeM/r(x)<" R}, mdt mddun M duoc
goilakhong suy bieh néu Z(Mg)=0 vadwocgoila
suy bien néu Z(M;)=M . Modun U duoc goi la
M -ndi xa néu véi mdi mddun con K cta M thi
moi dong cau v:K —»U déu md rong dugc dén
dong cauv:M —U . Néu modun M la M -noi
xa thi M duoc goi la tya ndi xa [1]. Johnson va
Wong da chting minh rang M 1a modun twa ndi
xa néu va chi néu M bat bién qua tat ca cac te
ddéng cau cua bao ndi xa ctia nd. Mot cach tw nhién,
trong [2], Lee va Zhou da dwa ra khai niém modun
bat bién dang c&u; médun M duoc goi 1a bit biéh
ding cdiunéu M bat bién qua tat ca cac tu ddng cdu
cta bao noi xa cua n6. Nhw vay, médun tia ndi xa
la modun bat bién dang cau. Trong [3], Dickson va
Fuller da khing dinh, néu M la mot dai s6 trén
truong F nhiéu hon hai phan t& thi moi F-
moédun phai M 1a bat bién diang cdu néu va chi
néu M la twa ndi xa. Modun U dwgc goila M -
gia ndi xa néu véi mdi médun con K ctia M thi
moi don cdu v:K -U déu mo rong duoc dén
doéng cdu V:M —U . Mddun M duoc goi la gia
ndi xanéu M la M -gia ndi xa [4]. Trong [5], Er,
Singh va Srivastava da khang dinh mot modun la
gia ndi xa néu va chi néu nd 1a médun bat bién
dang ciu.

Vanh Artin phai (trdi)) R duoc goi la tdng
quat héa ctia chudi tong quat néu moi phan tix liy
dang nguyén thty e cta R thi eR(Re) c6 duy
nhat chudi phan tich nhwe 1a R-mddun phai (trai).
Lép céc vanh tdng quat héa ctia chudi tong quat
dwoc Eisenbud va Griffith nghién cttu [6]. Mot
moédun M ¢d su phéan tich chiéu dai hitu han
duoc goi 1a chudi tdng quat néu né cé duy nhat sy
phan tich chudi. N6 duwoc nghién cttu nhiéu trén
vanh nguyén t6 Noether trai di truyén trai R va
cting la Noether phai, di truyén phai va duoc goi la
vanh nguyén t6 Noether di truyén. Nam 1968,
Fuller da nghién cttu médun khong phan tich duoc
trén vanh tong quat hoa cta chudi tong quat, ong

da chtiing minh duoc vanh R la tong quat hda ctia
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chudi tong quat néu va chi néu mdi médun khong
phan tich dugc la twa ndi xa. Trong bai bao nay,
chiing t6i cling dwa ra mot s6 két qua vé moédun
bat bién dang cau trén vanh téng quat hoéa cta
chudi tong quat va vanh nguyén t6 Noether di

truyén.

2 Modun bat bién dang ciu trén vanh

Goldie nguyén t6

Bo de2.1. Néiw M la modun bit biéh diang ciu,
A la mbédun con dong cia M va B la médun con
cia M théa ANB=0, thi A la B -nji xg. Hon
nita, bat ky don cdu h: A—>M véi Anh(A)=0 thi
h(A) la mgt moédun con dong ctiaM .

Chirng minh. Gia s M la modun bat bién
dang c&u. Goi C la phan bu cia A trong M
chitaB . Noi riéng, COA< M. Goi f:H—>A la
mot dong cau, véi H lamodun con ctia C . Ton tai
mot dong cau g:E(C) > E(A) vaty dong cau lay
linh ¢ caa E(M) sao chog(M)<M , ¢#|l.=g|
va gl,=f . Bay gid g(C)=4¢(C)<M NE(A)=A,

kéo theo A la C -nji xa hay A la B -ndi xa.

Gia st h:A—M la mot dong cdu thoa
ANh(A)=0. Goi K la mdédun con déng cua
h(A) trong M . Lac d6 AnK=0. Theo ching
minh trén, A la K -ndi xa va do d6 ton tai
k:K—A
h™:h(A)>A . Véi moi
a=(h"ch)(@) =(kch)@) vardrang h:A—-K la

sao cho k la mét mo rong cua

aesA , ta ¢

mot don cdu ché ra. Nhu vay, h(A)=K la mdédun

condoéng cua M. =

Nhic lai réng, vanh R duoc goi la Goldie
phdi néu R khong chita tong truc tiép vo han cac
idéan phai khac khong cia R va R thoa man
diéu kién ACC c4clinh héa tir phai. Vanh R duoc
goi la nguyén t6'néu tich cta hai idéan khac khong
batky caa R la khac khong.
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B6 dé 2.2. Cho R la vanh Goldie phdi nguyén
t6'va M la R -mdédun khong suy bién khdc khong.

Néu N la M -njixathi N la R -mdédun noi xa.

Chirng minh. Theo chitng minh Hé qua
7.26(a) trong [7]. =

B6 dé 2.3. Cho M la modun bét bién ding ciu
khong suy bién trén vanh Goldie phadi nguyén t6'R . Khi
do:

(1) Néu N la médun con déng thyec sw ciia M

thi N la R -médun noi xa.

(2) Néu M la R -mbdun phdi khong déu thi

M la mbédun ndi xq.

Chirng minh. (1) Goi N la mo6dun con déng
thue sy cua R -modun khong suy bién M . Khi d6,
ton taimoduncon N’ cia M saochoNNN'=0
. Két hop voi Bo dé 2.1 va B6 dé 2.2, N la R-
modun phai ndi xa.

(2)Giaset M 1a R-modun khong suy bién
khong déu. Khi d6, M 1la mo rong cdt yéu cua
M, ®M, véi M; va M, la cdc médun con dong
khong suy bién khac khong caaM . Tt (1) suy ra
M, ®M,
M=M,®&M, landixa.

la R -modun phai ndéi xa; do do,

Mot modun khac khong M khong chita
tong truc ti€p vo han cdc moédun con khac khong
néu va chi néu M chita mét moédun con cbt yéu
c6 dang U, ®@U,®---®U, véi U; la cac médun
con déunao d6 cia M . Hon nita, s6 nguyén n la
bat bién va n dwoc goi la chiéu déu hodc chiéu
Goldie (Goldie rank) cia M va dwoc ky hiéu la
dimM =n.Néu M =0 thi ta viétdim(M)=0.

Dinh 1y 2.4. Cho R la vanh Goldie phdi
nguyén t0° va M
dim(M / Z(M)) >1. Cic diéu kién sau la twong dwong:

la. R -médun phdi théa min

(1)M 1o modun bat bién dang cdu.

(2)M  la médun noi xa.

Chirtng minh. ()= (2) Gia st R la vanh
Goldie phai nguyén td va M la R-mddun phai bat
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bién dang cau véidim(M /Z(M))>1. Cha ¥ réng
modun con suy bién cia R-mddun trén vanh
Goldie phai nira nguyén t& bat ky 1la modun con
dong; do d6, Z(M) la mddun con dong thuc su
cia M .Khidé, ton tai mOt méduncon K =0 cua
M sao choZ(M)NK =0. Ta kiém tra duoc K Ia
modun con khong suy bién. Theo B6 dé 2.1, Z(M)
la K-noixa.Suyra, Z(M) la médun ndi xa theo
B6 dé 22 va do d6, ton tai sy phan tich
M=Z(M)®M’' véi M'la R -moédun phai
khéng suy bién. Khi d6, dim(M')>1 va rd rang
M' khong 1a R -mddun phai déu. Cht y rang
M ' 1a mo6 dun bat bién déng c&u. Theo BS dé 2.3(8),
M' la ngi xa. Do d6, M 1a R -mddun phai noi

xa.
(2)= @) lardrang. =

Ménh dé 2.5. MGi modun bat biéh ding ciu
trén vanh tong qudt héa cia chudi téng qudt 1 twa noi

xq.

Chitng minh. Cho M la R - mddun batbién
dang c&u trén vanh téng quat hoa cta chudi tdng
quat. Khi d6, M =&, M,, véi moi R -mddun phai
M, la chudi tong quat. Chti y rang mdi R -mddun
phai khong phan tich duwoc M, la tea ndi xa theo
[8, Dinh ly 5.3]. Mt khac, moi hang i truc tiép cua
modun bat bién dang cdu 1a modun bat bién dang
cdu va M;,M; la ndi xa tuong hd néu M, ®M,
la modun bat bién dang cdu. St dung [9, Dinh ly
1.7], takétluan M 1a tirandi xa. =

Vanh R duwoc goi la di truyén phai néu moi
idéan phai cua R laxaanh. Vanh R duoc goila
bi chdn néu moi idéan phai hodc trai ¢t yéu cua R
chita mot idéan khac khong.

Cho M

goi t(M) la tap tat ca cac phan tx cia M duoc

la moédun phai trén vanh R va

linh héa boi wéc khac khong nao dé cia vanhR .
Modun M dwoc goi 1a khong phdi la xodn (twong
itng, xodn, khong xodn) néu t(M)#M (twong ting,
t(M)=M,t(M)=0). Chay rang t(M)=2Z(M) véi
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modun phai M bat ky trén vanh Goldie nguyén
t0. Mot modun con K cta M dwgc goi la bat
f(K) dwoc chira

trong K v&i moi tw déong cdu f ctaM .

bién diy di mddun con néu

Dinh 1y 2.6. Cho R la mft vanh nguyén to’

Noether di truyén bi chan phai. Khi d6 cdc diéu kién sau

la tuong dwong doi véi R -mddun phdi xoin M :
(1) M la bat biéh ty ding cau.
(2)M  la twa noi xa.
Chitng minh. (2) = (1) la hién nhién.

)=(2) Cho M 1a mdt R- mddun phai
bét bién dang cdu. N la mot mddun con ctia M
va a:N—->M lamot dong cdu. Tasé chira a cd
thé mé rong dén mot tu dong cdu caaM . Goi F
la tap cac cdp (N',a') sao cho N<N'<M va
a':N'—>M la mot mé rong ctia . Theo B6 dé
Zorn, goi (N,,«,) la cdp toi dai trong . Chung
ta s& chi ra mau thuan d6 1a N, =M. Gia st ton
tai xeM vax¢N;. Vi M la médun x04n nén
linh hoa t& phai cia x trong R la mot idéan
phai c6t yéu cua R ; do d6, nd chita mot idéan hai
phia | khac khong ctiaR . Theo [10, Dinh ly 3.3]
va [11, DBinh 1y 3.3], R/1 la vanh tong quat hdéa
ctia chudi tong quéat. Pat K={meM :ml =0} la
modun con cia R -médun phai M chitax. Vi
K 1a mddun con bat bién ddy ducuia M nén K
cling 1a modun bat bién dang cau. Suy ra, K la
modun phai bat bién dang cdu trén vanh tdng quat
héa ctia chudi tdng quatR/1; do d6, K 1a R/1-
modun phai twa ndi xa theo Ménh dé 2.5. Suy ra,
K la R -modun phai twa ndi xa. Xét anh xa
L:KNN, > K duocxacdinhbdi k- ¢y(k) véi
moik e KNN, . Pay la dong cdu duoc dinh nghia
tot. Vi K
L:K—>K
7:K+N, > M

la twa ndi xa ton tai dong cau
la mo rong cua F . Xét anh xa
duwoc xac dinh bd&i
y(k+m) = B(K)+a(m) véi moi keKva meN,.

Khi d6, y la dong cdu dugc dinh nghia tot va la
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mo rong thuc su cuaq’. Diéu nay mau thuan véi

tinh t8i dai cua (N,, ). Do d6, M la tya ndi xa. =

Pinhly2.7. Cho R lavanh nguyén t6'Noether
di truyén bi chin phdi va M Ia R -mbdun phdi v6i
dim(M / Z(M)) =1. Cidc diéu kién sau la twong dwong:

(1) M la mbdun bt bién ding ciu.
(2) M la twa ndi xa.

(3)M  lambdun xoin twa ndi xahogc M Ia R
-médun phdi ngi xa véi dim(M /Z(M)) >1.

Chitng minh. (3) = (2) = (1) lard rang.

=@ Néu dimM/Z(M))=0 thi
M =Z(M) hodc M la médun xoan. Suy ra, M
la tya ndi xa theo Dinh ly 2.6. Mat khac, theo Pinh
ly 24 M la moédun tya noi
dm(M/Z(M)) >1.=

xa néu

Nhic lai réng, vanh R duwoc goi la vanh
khong suy biéh néu Z(Ry)=0 va dwoc goi 1a suy
bieh neuZ(R)=R. Vanh R duwoc goi la bit bién
ding cdu néu R, la R -mddun bat bién dang ciu.
Tap cac phan tit liiy dang la trt mat phai ctia vanh
R néu nod sinh ra mdt idéan phai c6t yéu trong
vanh R . Trong phan tiép theo cta bai bao, chung
toi chiing minh mot s6 két qua vé vanh bat bién
dang cdu khong suy bién.

Dinh nghia 2.8. [12] Vanh R duoc goi la
fa—vanh phai néu moi idéan phai httu han sinh

cua vanh R labatbién dang cau.

B6 dé 2.9. Cho R la vanh nika nguyén thily
hodc khong suy bién phai. Khi d6, R bat biéh ding cdu
phdi khi va chi khi R la fa—wvanh phai.

Chirng minh. Diéu kién du la hién nhién. Bay
gio, chung tagiast R batbién dang cdu phai. Khi
do, R/J(R) lamot vanh chinh quy von Neumann
vaJ(R) =Z(Rg). Theo gia thiét, ching tasuy ra R
la mét vanh chinh quy von Neumann. Diéu nay

suy ra moi idéan phai hitu han sinh cia R la mot
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hang tt truc tiép. Chung ta két luan tat ca cacidéan
phai hitu han sinh cia R 1a bt bién dang ciu.
Vay, R 1a fa—vanh phai. =

Pinh1y2.10. Cho R la vanh bt biéh ding ciu
phai va khong suy bién phdi hodc nira nguyén thuy. Khi
dé, R laténg tryc tiép ciia vanh twa ni xq phdi chinh
quy von Neumann chinh phwong ddy di va vanh khong
chinh phwong phii.

Chitng minh. Theo [12, Theorem 12], R

. A R 0 . X
dang cau voi vanh ma tran [ TJ’ véi S la

vanh tw noi xa phai chinh quy von Neumann chinh
phuong day du; T la vanh khong chinh phuong
phai va M la motidéan liy linh caaR. Vi R la
khong suy bién phai hodc ntta nguyén thuy nén
M =0. Tir &6, suy ra dang cdu vanh R=S@®T .=

Ménh dé 2.11. Cho R la vanh bdt biéh ding
cdu phdi, khong suy bién phdi va khong phan tich dwgc
v6i cic phin e liy ding nguyén thiy. Khi do,
soc(Ry) # 0. Hon nita, anh dong cdu giita hai idéan
chinh | va K khong phdn tich dwoc véi 1 "K =0Ia
don.

Chitng minh. Cho R 1a vanh bat bién dang cdu
phai, khong suy bién phai va khong phan tich duoc
véi eeR la phan tir liy dang nguyén thay. Khi
d6, eR(1-e)#0 hodac(l-e)Re=0. Vi R la vanh
bt bién déng cau phai, khong suy bién phai nén
theo B6 d6 2.9, R=R ®R, véi R, la vanh tu ndi
xa phai chinh quy von Neumann chinh phuong
day du va R, la vanh khong chinh phwong phai.
Mat khac, R khoéng phan tich dugoc nén R=R,
hodcR=R,.

Gia st R=R,. Khi d6, R la vanh khong
chinh phuong phai. Tiép theo, ching ta gia sw
eR(l-e)=0 . Xét dong
p:(1-e)R—>eR . Néu Ker(p) £° (1-€e)R thi ton
tai modun con A=0 cta (1-¢)R
Ker(p) mA=0.Suyra, ¢|,;A—>@(A)<eR la déng
Ker(p)<®* (1-e)R  thi

cau khac khong
sao cho

cau (vo ly). Néu
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(I1-e)R/Ker(p) = Im(p) la mddun con suy bién
nén Im(p)=Z(Im(p)) =0 (mau thuan). Hoan toan
tuong tw cho truong hop (1-e)Re#0, chung ta

cling suy ra diéu mau thuan.

Tom lai, chiing ta phai ¢6 R=R, la vanh
tea noi xa phai chinh quy von Neumann chinh
phuong day du. Vi R 1a vanh khong phén tich
duwoc nén theo [13, Ménh dé 9.6], ta c6 R 1la mot
vanh nguyén t8. Ttr d6 suy raeR(1—e) = 0.

Gia s aeeR(l-e) la phan tit khac khong
bat ky. Vi eR la noi xa khong phan tich dugc nén
aR <* eR. Chang ta chti y aR cling la médun ndi xa
vavivay aR =eR. Diéu nay chiing to eR(1—€) c aR.
Tl diéu nay, chung ta kiém tra dwoc aR la mét

idéan phai don cuaR .

Hon nita, nfu | va K 1a hai idéan chinh
khong phan tich duoc cia R véi K =0 thi
anh déng cau khac khong tir | vao K ladon. =

Tt [13, Binh 1y 9.12], ching ta thu duoc két

qua quan trong sau :

Hé qua 2.12. Néit R la vanh bit biéh ding ciu
phdi, khong suy bién phdi va khong phin tich dwgc voi
cdc phin tir lity dang nguyén thiy thi R ding ciu
vanh cdc phép bién doi tuyén tinh cia mot khong gian
vécto trén mot thé.

Hé qua 2.13. ChoR la vanh bat bién ding ciu
phdi, khong suy bién phdi va khong phin tich dwgc voi
tdp trie mat lily ding nguyén thity. Khi dé R c6 dé cot
yéu.

Chitng minh. Theo Hé qua 2.12 va [13, Dinh
1y 9.13].
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