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Tóm tắt. Bài báo này nghiên cứu tính hữu hạn địa phương của các đối đại số được biết đến như là định 

lý cơ bản cho các đối đại số trên vành Dedekind. Trước tiên, chúng tôi đưa ra một chứng minh của tính 

chất này cho các đối đại số xạ ảnh như các môđun trên một miền iđêan chính mà không sử dụng định 

lý cơ bản cho các đối đại số trên một trường. Tiếp theo, chúng tôi đưa ra một phiên bản của định lý cho 

các đối đại số phẳng trên vành Dedekind, dĩ nhiên là mở rộng của định lý trên một trường. Cuối cùng, 

chúng tôi áp dụng các kết quả này cho vành tọa độ của các lược đồ nhóm affine phẳng. 
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Abstract. In this paper, we study the local finiteness of coalgebras, known as the fundamental theorem 

for coalgebras over the Dedekind ring. First, we give proof of this property for coalgebras which are 

projective as modules over a principal ideal domain, without using the fundamental theorem for 

coalgebras over a field. Next, we give a version of the theorem for flat coalgebras over the Dedekind ring 

that extends the certainty of the theorem over a field. Finally, we apply these results to the coordinate 

ring of flat affine group schemes. 
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1 Mở đầu 

Đối đại số và đại số trên một trường số có 

quan hệ rất chặt chẽ với nhau. Về mặt khái niệm, 

đối đại số có thể hiểu như là đối ngẫu của đại số. 

Tuy nhiên, đối đại số có những tính chất riêng mà 

đại số không có. Một trong những điểm khác biệt 

chính của đối đại số so với đại số là tính hữu hạn 

địa phương hay còn gọi là định lý cơ bản cho đối 
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đại số. Định lý cơ bản của đối đại số trên một 

trường phát biểu rằng: 

"Cho C  là một đối đại số trên một trường. Khi 

đó, với mỗi phần tử c C  luôn tồn tại một đối đại số 

con D  hữu hạn chiều của C  chứa c ".  

Có nhiều chứng minh khác nhau cho định lý 

này trong một số công trình của một số tác giả, 

chẳng hạn [1, Theorem 1.4.7], [2, Section 1], [3, 

Section 2.2]. Khái niệm đối đại số có thể mở rộng 

trên một vành giao hoán R  thay vì một trường [4, 

Section 3.1]. Do đó, một bài toán quan trọng đặt ra 

là liệu định lý có đúng với một đối đại số bất kỳ 

trên vành hay ít nhất liệu có tồn tại các đối đại số 

thỏa mãn tính chất sau: "Một đối đại số C  trên vành 

R  được gọi là thỏa mãn định lý cơ bản của đối đại số 

trên một vành R  nếu: với mỗi phần tử c C  đều tồn 

tại một đối đại số con D  hữu hạn sinh như R -môđun 

chứa c  sao cho thương /C D  là R -môđun phẳng".  

Tính chất này không nhất thiết đúng đối với 

các đối đại số trên một vành giao hoán có đơn vị [2, 

Section 5.3], [5, Section 8]. Tuy nhiên, trong [4], 

Hazewinkel đã phát triển định lý cơ bản cho đối 

đại số trên vành gọi là tính chất định lý chính. Tác 

giả đã đưa ra một lớp đối đại số trên vành thỏa 

mãn tính chất định lý chính [2, Theorem 8.10] và 

kết quả này được áp dụng để đưa ra một chứng 

minh mới của định lý cơ bản cho đối đại số trên 

một trường [2, Corollary 8.12]. Một kết quả quan 

trọng khác của Hazewinkel là mỗi đối đại số mà tự 

do như một môđun trên miền iđêan chính đều thỏa 

mãn tính chất đã nêu [5, Theorem 8.4]. Vì mỗi một 

miền iđêan chính đều là vành Dedekind nên một 

câu hỏi tự nhiên được đặt ra là có thể mở rộng định 

lý cho các đối đại số trên một miền Dedekind hay 

không. Để trả lời cho câu hỏi này, Duong và Hai 

trong [6, Section 3.1] đã nghiên cứu một lớp các đối 

đại số phẳng trên vành Dedekind với tên gọi là đối 

đại số hữu hạn địa phương đặc biệt. Với khái niệm 

này, các đối đại số sẽ thỏa mãn định lý cơ bản và 

một trong những lớp đối đại số như vậy là lớp các 

đối đại số xạ ảnh như một môđun trên vành 

Dedekind [6, Proposition 3.1.5 (ii)]. Áp dụng kết 

quả này, các tác giả đã chứng minh vành tọa độ của 

một lược đồ nhóm phẳng kiểu hữu hạn với các thớ 

liên thông đều là hữu hạn địa phương đặc biệt như 

một đối đại số [6, Proposition 3.1.7] và do đó xạ ảnh 

như một môđun [6, Proposition 3.1.5].   

Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một 

chứng minh khác của định lý cơ bản cho các đối đại 

số xạ ảnh (do đó tự do) trên một miền iđêan chính 

phát triển chứng minh định lý cơ bản trên trường 

[1, Theorem 1.4.7]. Đây là nội dung của Mệnh đề 

2.3 trong bài báo này. Chúng tôi cũng phát biểu 

định lý cơ bản cho các đối đại số phẳng trên một 

vành Dedekind dưới dạng khác, Định lý 2.5. Cuối 

cùng, chúng tôi đưa ra Mệnh đề 3.3 như một áp 

dụng cho các lược đồ nhóm phẳng kiểu hữu hạn 

với thớ tổng quát liên thông.  

Trong suốt bài báo này, R  luôn là một 

vành Dedekind. Để đưa ra các kết quả, trước hết 

chúng ta cần một số khái niệm cho các đối đại số 

trên R .  

Định nghĩa 1.1 Cho C  là một R -môđun. 

Một cấu trúc đối đại số trên C  bao gồm hai ánh xạ R

- tuyến tính :C C C →   và :C R→  thỏa mãn 

hai điều kiện sau:  

(i). ( ) = ( ) ;id id      

(ii). ( ) = ( ) =id id id      

hay các sơ đồ sau là giao hoán   

 

với id  là ký hiệu của ánh xạ đồng nhất.  

Ánh xạ   được gọi là ánh xạ đối tích;  

được gọi là ánh xạ đối đơn vị. Một đối đại số được 

gọi là phẳng nếu nó phẳng như một R -môđun 
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(một R -môđun còn được gọi là một môđun trên 

R ).  

Ví dụ 1.2  

(i). Vành đa thức một biến [ ]R X  là một đối 

đại số xác định bởi đối tích 

: [ ] [ ] [ ]R X R X R X →  , ( ) = 1 1X X X  +  ; đối 

đơn vị : [ ]R X R→  là ánh xạ không.  

(ii). Vành đa thức Laurent 1[ , ]R X X −  là một 

đối đại số với đối tích và đối đơn vị lần lượt được 

xác định như sau: ( ) =X X X  , ( ) =1X .  

Định nghĩa 1.3 Cho C  là một đối đại số trên 

R .  

(i). Một R -môđun con D  của C  được 

gọi là đối đại số con của C  nếu ( )D D D     

(ii). Một đối đại số con D  của C  được gọi 

là đặc biệt nếu /C D  là R -môđun phẳng.  

(iii). Đối đại số C  phẳng trên R  được gọi 

là đối đại số hữu hạn địa phương đặc biệt nếu với mọi 

tập con S  hữu hạn của C  đều có một đối môđun 

con đặc biệt hữu hạn sinh như R -môđun chứa .S  

Từ định nghĩa trên, có thể thấy mỗi đối đại 

số hữu hạn địa phương đặc biệt đều thỏa mãn định lý 

cơ bản cho các đối đại số. Tuy nhiên, vẫn tồn tại các 

đối đại số không hữu hạn địa phương đặc biệt [6, 

Example 3.1.3].  

2 Định lý cơ bản cho các đối đại số 

phẳng 

Với giả thiết R  là vành Dedekind, ta luôn 

ký hiệu K  là trường phân thức của nó.  

Trước khi đi vào kết quả chính trong mục 

này, ta cần hai bổ đề sau.  

Bổ đề 2.1 ([6, Lemma 3.1.4]) Cho D C  là các 

R -môđun phẳng và ,M N  là các R -môđun tùy ý. 

Khi đó:  

(i). = ( )M C N C M N C      ;  

(ii). Nếu N  là một R -môđun con của M  

và môđun thương /C D  là phẳng thì   

=N C M D N D     như các môđun con trong 

M D .  

Bổ đề 2.2 Cho M  là một R -môđun phẳng và 

N  là một R -môđun con của M . Đặt 

:= ( ) .s

RN N K M   Khi đó,  

(i). = { : 0, }sN m M r rm N     là một R -

môđun của M  chứa N   

(ii). =s

R RN K N K  . Hơn nữa / sM N  

phẳng trên R .  

(iii). sM N M N M M     ;  

(iv). ( )s sM N M N M N     ,  

( )s sN M N M N M     ;  

(v). s s s sM N N M N N M M       .  

Chứng minh. Chứng minh ( )i  được suy ra 

từ định nghĩa. Khẳng định ( )ii  là từ bổ đề trên do 

tính phẳng của K  trên R :  

= [( ) ] =s

R R RN K N K M K N K       

và chú ý rằng / sM N  không có xoắn trên R  do 

đó phẳng vì R  là vành Dedekind. Vì M  là R -

môđun phẳng nên bằng cách lấy tích ten xơ với 

đơn ánh sN N  ta chứng minh được ( )iii . Để 

chứng minh ( )iv  chỉ cần nhận xét rằng:  

( ) = ( ) ( )s sM N K M K N K      

= ( ) ( )M K N K    = ( ) .M N K    

Tương tự, ( ) = ( )sN M K N M K    . 

Cuối cùng ( )v  được suy ra từ bổ đề trên.  

Mệnh đề sau đây đưa ra một chứng minh 

trực tiếp mở rộng phương pháp chứng minh của 

định lý cơ bản cho đối đại số trên một trường [1, 

Theorem 1.4.7] cho đối đại số xạ ảnh trên miền 

iđêan chính. Nói cách khác, lớp đối đại số này là 

hữu hạn địa phương đặc biệt và do đó thỏa mãn định 
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lý cơ bản. Đây cũng là kết quả đề cập trong [5, 

Theorem 8.4].  

Mệnh đề 2.3 Cho R  là một miền iđêan chính 

và C  là đối đại số trên R  và xạ ảnh như một môđun 

trên R . Khi đó với mỗi phần tử c C  đều tồn tại một 

đối đại số con phẳng đặc biệt của C  chứa c  và hữu 

hạn sinh như một R -môđun.  

Chứng minh. Với mỗi phần tử c C , ta có 

thể viết  

( ) = .i i

i

c d e C C      

Từ điều kiện đầu trong Định nghĩa 1.1 ta có  

( ) ( ) = ( )i i

i

id c d e     

,

= ,j ij i

i j

c d e C C C       

trong đó ,, ,i i j ic d e C  và các chỉ số ,i j  lần lượt 

đều thuộc các tập hữu hạn ,I J . Vì C  xạ ảnh trên 

miền iđêan chính R  nên tự do như R -môđun 

nên môđun con sinh bởi hệ , ,{ , , }i i j i i I j Jc d e    trong 

C  là một môđun con tự do và cũng hữu hạn sinh. 

Do đó, tương tự như trong chứng minh của kết quả 

trên một trường, ta có thể giả sử hệ , ,{ , , }i i j i i I j Jc d e    

là độc lập tuyến tính.  

Xét R -môđun D  con của môđun con ở 

trên sinh bởi tất cả ,i jd  ( ,i I j J  ). Khi đó, từ 

điều kiện thứ hai của Định nghĩa 1.1, ta có đồng 

nhất  

,

= ( ) ( ) ,s

j i ij

i j

c c e d D D      

ở đây sD  được định nghĩa như trong Bổ đề 2.2. 

Vậy, cả hai R − môđun D  và sD  đều là các 

môđun tự do chứa c C . Hơn nữa, theo Bổ đề 2.2, 

( ) = ( ) <dim dim
s

K KD K D K  +  nên sD  hữu 

hạn sinh trên R  [5, Lemma 3.17]. Điều còn lại chỉ 

cần chứng minh sD  là đối đại số con của C .  

Từ điều kiện thứ hai trong Định nghĩa 1.1, ta 

có đẳng thức sau:  

, ,

( ) = ( ) .j ij i j ij i

i j i j

c d e c d e        

Tính độc lập tuyến tính của hệ { }i i Ie 
 suy ra 

( ) = ( )j ij j ijj j
c d c d C C C       . Điều 

này đẫn đến ( )j ijj
c d C C D     do 

( )j ijj
c d C C D     . Lại do { }j j Jc   là hệ độc 

lập tuyến tính nên ta cũng có ( ) .ijd C D    Lập 

luận tương tự ta cũng thu được ( )ijd D C   . 

Bây giờ với mọi sd D  luôn tồn tại 0r   sao cho 

rd D , vậy ta có thể viết 
,,

= ij i ji j
rd d , ij R  . 

Khi đó  

,

,

( ) = ( ) = ( ) .ij i j

i j

r d rd r d C D       

Từ Bổ đề 2.2, ta nhận được  

( ) ( ) =s sd C D C D      

Hoàn toàn tương tự   

( ) ( ) = .s sd D C D C      

Do đó, cũng từ Bổ đề 2.2, ta có 

( ) =s s s sd C D D C D D        

hay ( )s s sD D D   . Vậy, đến đây ta có thể kết 

luận sD  là một đối đại số con của C .  

Trước khi đi vào định lý chính của mục này, 

chúng ta cần bổ đề dưới đây.  

Bổ đề 2.4 Cho D C  là các R -môđun phẳng. 

Đặt := , :=K KC C K D D K  . Khi đó:  

(i). 
[( / ) ( / )]

= ( / ) ( / ),

R

K K K K K K

C D C C C D K

C D C C C D

   

  
  

(ii). Giả sử môđun thương /C D  cũng là 

phẳng. Nếu gọi : /C C D →  là ánh xạ thương 

thì hạch của ánh xạ  

( ) ( )

( / ) ( / )
id id

C C C D C C C D
  

 →      

là D D .  

Chứng minh. Xét dãy khớp  
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Lấy tích ten xơ (*)  với K  trên R  ta nhận 

được dãy khớp sau: 

0 ( / ) 0
K

R

K K RD C C D K


→ → →  →   

do tính phẳng của K  trên R . Hệ quả là 

/ = ( / )K K RC D C D K  và do đó  

   

Để chứng minh khẳng định thứ hai của bổ 

đề, ta lấy tích ten xơ hai phía của dãy khớp (*)  với 

R -môđun phẳng C  ta nhận được hai dãy khớp 

sau:  

0 / 0
id

C D C C C C D


→  →  →  →   

0 / 0
id

D C C C C D C


→  →  →  →   

Khi đó, ta dễ dàng nhận được   

( ) ( ) = =Ker id id C D D C D D         

theo Bổ đề 2.1.  Một môđun M  phẳng trên R  

được gọi là có hạng hữu hạn nếu ( )dimK M K  là 

không gian vec tơ hữu hạn chiều. Với khái niệm 

này, ta có định lý tiếp theo có thể coi là một mở 

rộng của định lý cơ bản của đối đại số trên một 

trường. Vì khi R  là một trường nên phát biểu của 

định lý là như nhau. Định lý cơ bản cho đối đại đại 

số trên vành Dedekind có thể phát biểu dưới dạng 

như sau.  

Định lý 2.5 Cho R  là vành Dedekind và C  là 

đối đại số phẳng trên R . Khi đó, với mỗi phần tử 

c C  đều tồn tại một đối đại số con phẳng đặc biệt có 

hạng hữu hạn chứa c .  

Chứng minh. Cho c  là một phần tử trong 

=KC C C K  . Khi đó, tồn tại một đối đại số hữu 

hạn chiều KD  của KC  chứa c  theo định lý cơ 

bản của đối đại số trên một trường. Đặt 

= KD D C . Khi đó, D  rõ ràng là một R -môđun 

phẳng chứa c  vì C  phẳng (trên vành Dedekind 

ta luôn có tính chất môđun con của môđun phẳng 

cũng là môđun phẳng). Thêm vào đó, D  có hạng 

hữu hạn vì = ( ) = =K K K KD K D C K D C D     

theo Bổ đề 2.1. Hơn nữa, do định nghĩa của D , ta 

có /C D  là môđun không có xoắn trên R , do đó 

nó là môđun phẳng vì R  là vành Dedekind. Việc 

còn lại là ta sẽ chứng minh D  là một đối đại số 

con của C . Sau khi hạn chế   lên D C  và mở 

rộng vô hướng lên K , ta có biểu đồ giao hoán  

 

và để đơn giản ta đặt := ( ) ( )Ker id id     

theo ký hiệu trong bổ đề trên, ta cũng có biểu đồ 

sau giao hoán   

 

trong đó 
1 2 3, ,i i i  đều là các đơn ánh. Hợp thành hai 

biểu đồ trên ta nhận được biểu đồ giao hoán:   

 

Khi đó, vì 
KD  là K -đối đại số con của 

KC  

nên ánh xạ hợp thành là ánh xạ không 

1 = 0K K i . Suy ra 
3i    là ánh không. Do 

đó, = 0   và điều này dẫn đến 

=Im Ker D D   (theo bổ đề trên) hay 

( )D D D   . Vậy, ta có thể kết luận D  là một 

đối đại số con của C  và định lý được chứng minh.  

Hệ quả 2.6 Cho R  là vành Dedekind và C  là 

đối đại số phẳng trên R . Khi đó mỗi tập con hữu hạn 

{ , }ic i I  ( I  là tập có chỉ số hữu hạn) của C  đều 

nằm trong một đối đại số con phẳng đặc biệt của C  có 

hạng hữu hạn. Đặc biệt hơn, mỗi môđun con hữu sinh 
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của C  cũng nằm trong một đối đại số con phẳng đặc 

biệt của C  có hạng hữu hạn.  

Chứng minh. Giả sử M  là một môđun con 

hữu hạn sinh của C . Khi đó M  sinh bởi một tập 

hữu hạn. Bây giờ chỉ cần lập luận tương tự như 

chứng minh định lý trên ta có điều phải chứng 

minh.  

Hệ quả 2.7 ([6, Proposition 3.1.5]) Giả sử C  

một đối đại số và xạ ảnh như một môđun trên R . Khi 

đó, C  là hữu hạn địa phương đặc biệt như một đối đại 

số và do đó thỏa mãn định lý cơ bản cho các đối đại số.  

Chứng minh. Vì mỗi môđun xạ ảnh đều là 

hạng tử trực tiếp của một môđun tự do nên theo 

chứng minh của mệnh đề trên ta có E  là môđun 

con của môđun tự do. Hơn nữa, E  có hạng hữu 

hạn. Áp dụng [5, Lemma 3.17], ta nhận được E  

phải là môđun hữu hạn sinh trên R .  

3 Cấu trúc môđun cho vành tọa độ của 

lược đồ nhóm affine 

Định lý cơ bản cho các đối đại số trên một 

trường giữ vai trò quan trọng trong việc xác định 

cấu trúc của các lược đồ nhóm affine trên trường 

[8, Section 3.3]. Vành tọa độ của một lược đồ nhóm 

là một vành có cấu trúc của một đại số Hopf giao 

hoán, do đó cũng có cấu trúc của một đối đại số. 

Vành tọa độ trong trường hợp này khi xét như một 

đối đại số luôn là hợp của các đối đại số con hữu 

hạn chiều và do đó là hợp của các đại số Hopf con 

hữu hạn sinh. Điều này dẫn đến mỗi lược đồ nhóm 

là giới hạn xạ ảnh của các lược đồ nhóm kiểu hữu 

hạn với các đồng cấu chuyển đều phẳng trung 

thành [8, Section 14.1]. Trên một vành Dedekind 

cho trước, mỗi đối đại số xạ ảnh như một R -

môđun đều là hữu hạn địa phương đặc biệt [6, 

Proposition 3.1.5 (ii)], do đó mỗi lược đồ nhóm có 

vành tọa độ xạ ảnh đều là giới hạn xạ ảnh của các 

lược các đồ nhóm kiểu hữu hạn với các đồng cấu 

chuyển đều phẳng trung thành [6, Theorem 4.1.1]. 

Một câu hỏi tự nhiên đặt ra là những lược đồ nhóm 

affine nào có vành tọa độ xạ ảnh như một R -

môđun. Trong [6, Proposition 3.1.7], các tác giả đã 

chỉ ra vành tọa độ của các lược đồ nhóm affine 

phẳng kiểu hữu hạn với thớ tổng quát rút gọn và 

liên thông là hữu hạn địa phương đặc biệt do đó xạ 

ảnh như một R -môđun [6, Proposition 3.1.7 (i)]. 

Trong mục này, chúng tôi sẽ mở rộng kết quả cho 

lược đồ nhóm affine phẳng kiểu hữu hạn với thớ 

liên thông (ở đây giả thiết về tính rút gọn của thớ 

tổng quát được bỏ qua) và Định lý 2.5 được sử 

dụng để chứng minh kết quả này.  

Khái niệm lược đồ nhóm affine trên trường 

được định nghĩa trong [8, Section1.4]. Đối với khái 

niệm lược đồ nhóm affine trên một vành giao hoán 

tùy ý người đọc có thể tham khảo [7, Chapter 2]. 

Để thuận tiện chúng tôi đưa ra định nghĩa dưới 

đây.  

Định nghĩa 3.1 Một lược đồ nhóm affine G  

trên R  là một hàm tử đi từ phạm trù các R -đại số 

giao hoán đến phạm trù các tập hợp Sets  có ảnh nằm 

trong phạm trù các nhóm, : RG Alg rs→  mà biểu 

diễn được, tức là tồn tại một R − đại số giao hoán, ký 

hiệu là [ ]R G , sao cho  

( ) = ( [ ], ),R AlgG A Hom R G A−   

với mọi R -đại số RA Alg . Khi đó, [ ]R G  được 

gọi là vành tọa độ của G .  

 Bản thân [ ]R G  có cấu trúc của một đại số 

Hopf giao hoán. Tuy nhiên, ở đây chúng ta chỉ 

quan tâm đến cấu trúc đối đại số của nó. Điều này 

có thể giải thích như sau: Vành tọa độ [ ]R G  của 

lược đồ nhóm affine G  có cấu trúc đối đại số cảm 

sinh từ các phép toán kết hợp và đơn vị trên nhóm. 

Thật vậy, hàm tử G G  xác định bởi 

( ) ( )A G A G A→   được biểu diễn bởi tích ten xơ 

[ ] [ ]R G R G . Theo Bổ đề Yoneda, cấu xạ của các 

hàm tử :m G G G →  định nghĩa duy nhất một 

đồng cấu giữa các R -đại số 

: [ ] [ ] [ ].R G R G R G  →  Tương tự, đối với đơn vị 

ta thu được đối đơn vị : [ ]R G R→ . Từ tính kết 
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hợp và tính chất của phần tử đơn vị của nhóm ta 

thu được các biểu đồ giao hoán trong Định nghĩa 

1.1. Vậy [ ]R G  tự nó là một đối đại số trên R .  

Đặt := ( )I ker , I  còn được gọi là iđêan 

dấu của [ ]R G . Với lược đồ nhóm đại số liên thông 

trên một trường, iđêan dấu có tính chất giao của tất 

cả lũy thừa bị triệt tiêu theo chứng minh trong [4, 

Lemma 2.2.7].  

Bổ đề 3.2 ([4, Lemma 2.2.7]) Giả sử G  là một 

lược đồ nhóm kiểu hữu hạn liên thông trên một trường 

với iđêan dấu I . Khi đó = 0n

n
I .   

Mỗi lược đồ nhóm affine trên R  đều cảm 

sinh một lược đồ nhóm trên trường phân phân 

thức của nó được định nghĩa 

S:= S SK pecRG pecG pecK  và gọi là thớ tổng quát 

của G . Kết quả sau đây là mở rộng của [6, 

Proposition 3.1.7].  

Mệnh đề 3.3 Cho G  là một lược đồ nhóm 

affine phẳng thuộc kiểu hữu hạn trên vành Dedekind R

. Giả sử thớ tổng quát 
KG  liên thông. Khi đó [ ]R G  là 

môđun xạ ảnh trên R .  

Chứng minh. Gọi I  là iđêan dấu của [ ].R G

Vì [ ]R G  là môđun phẳng trên R , ta có thể xét 

đơn ánh [ ] [ ] = [ ]R KR G R G K K G , khi đó iđêan 

dấu của [ ]KK G  là =K RI I K . Với giả thiết 
KG  

liên thông và 
KG  thuộc kiểu hữu hạn (do G  

thuộc kiểu hữu hạn), ta luôn có ( ) = 0m

Km
I  theo 

bổ đề trên. Lấy [ ]c R G  tùy ý. Khi đó, theo Định 

lý 2.5, tồn tại một đối đại số con có hạng hữu hạn 

C  của [ ]R G  chứa c  và [ ] /R G C  phẳng trên 

R . Khi đó, tồn tại số nguyên dương n  sao cho 

( ) = 0n

K KC I .  

Hơn nữa, ( ) = ( ) = 0n n

KC I K C I K     do 

=n n

KI I K . Mặt khác, nC I C   là môđun 

phẳng trên R . Vì vậy, = 0nC I  và hệ quả là 

ánh xạ [ ] / nC R G I→ , nc c I+  là đơn ánh giữa 

các R -môđun. Mặt khác, vì G  là lược đồ nhóm 

kiểu hữu hạn và R  là vành Noetherian nên 

[ ] / nR G I  là hữu hạn sinh như một R -môđun, do 

đó C  cũng hữu hạn sinh như R -môđun. Đặc 

biệt, [ ]R G  là hữu hạn địa phương đặc biệt và do 

đó là môđun Mittag-Leffler. Hơn nữa, [ ]R G  hữu 

hạn sinh đếm được trên R  do G  thuộc kiểu hữu 

hạn. Điều này cho phép ta kết luận được [ ]R G  là 

môđun xạ ảnh trên R  theo kết quả [6, Proposition 

3.1.5].  

 Một vành định giá rời rạc là vành Dedekind 

địa phương và cũng là miền iđêan chính, do đó mọi 

môđun xạ ảnh đều là môđun tự do. Ta có một hệ 

quả trực tiếp của mệnh đề trên như sau.  

Hệ quả 3.4 Cho G  là một lược đồ nhóm phẳng 

thuộc kiểu hữu hạn trên vành định giá rời rạc R . Giả 

sử thớ tổng quát 
KG  liên thông. Khi đó [ ]R G  là tự do 

như một R -môđun.  
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